1) Dokažte platnost pravidla oslabení (např. pomocí dedukce)

1. U ├ B

předpoklad

2. ├ B ( (A ( B)
axiom A1

3. U ├ A ( B

MP na 1, 2

4. U, A ├ B

dedukce na 3

2) Dokažte platnost pravidla tranzitivity (možné použít dedukci)

1. U ├ A ( B

předpoklad 1



2. U ├ B ( C

předpoklad 2

3. U, A ├ B

dedukce na 1

4. U, A ├ C

MP na 2, 3

5. U ├ A ( C

dedukce na 4

3) Dokažte platnost pomocného pravidla zavedení univerzálního kvantifikátoru

1. ├ A ( B



předpoklad

2. ├ (x(A ( B)


generalizace na 1

3. ├ (x(A ( B) ( (A ( (xB)
axiom A5

4. ├ A ( (xB



MP na 2, 3

4) Dokažte z předpokladů A, (x A ( B větu (xB

1. ├ A


předpoklad 1

2. ├ (xA ( B

předpoklad 2

3. ├ (xA

generalizace na 1

4. ├ (


MP na 2, 3

5. ├ (xB

generalizace na 4

5) Dokažte, že je platná formule ¬(p ( q) ( ((p ( q) ( ¬(p & q))

Postup: použijeme substituci
A = p ( q





B = p & q

Dokazujeme tedy: ¬A ( (A ( ¬B)

1. ├ ¬A ( (¬¬B ( ¬A)
axiom A1, A = ¬A, B = ¬¬B

2. ¬A ├ ¬¬B ( ¬A

dedukce na 1

3. ¬A ├ A ( ¬B

kontrapozice na 2

4. ├ ¬A ( (A ( ¬B)

dedukce na 3

Při zpětném provedení substituce dostaneme

5. ├ ¬(p ( q) ( ((p ( q) ( ¬(p & q))

Jiný způsob řešení: přepis konjunkcí a disjunkcí na implikace a negace podle pravidel

(X ( Y) = ¬X ( Y

(X & Y) = ¬(X ( ¬Y)

Tady by nebylo vhodné, důkaz by byl zbytečně složitý, ale taky je to správný způsob řešení.

6) Dokažte v G1 formuli ((x p(x) ( (x q(x)) ( (x(p(x) ( q(x))

Sémantické tablo:



¬(((x p(x) ( (x q(x)) ( (x(p(x) ( q(x)))






(


(x p(x) ( (x q(x), ¬((x(p(x) ( q(x)))






(


(x p(x) ( (x q(x), ¬(p(a) ( q(a))






(


(x p(x) ( (x q(x), ¬p(a), ¬q(a))






(

(x p(x), ¬p(a), ¬q(a))


(q(x), ¬p(a), ¬q(a))



(




(

(x p(x), p(a), ¬p(a), ¬q(a))

(x q(x), q(a), ¬p(a), ¬q(a))



X




X

Duální tablo:

Používáme

(-pravidla

(-pravidla

         (-pravidla 

   (-pravidla

a1 nebo a2

b1 & b2

(xA, A     ¬(xA, ¬A

  A 
       A
¬(¬a1 & ¬a2)

¬(¬b1 ( ¬b2)

  (xA           ¬(xA

(xA        ¬(xA

¬a1 ( a2

¬(b1 ( ¬b2)



Ze sémantického tabla přepisujeme tak, že strom obrátíme a v každém jeho uzlu negujeme všechny formule oddělené čárkou, a-pravidla a b-pravidla jsou negací původních (- a b-pravidel.


¬(x p(x), ¬p(a), p(a), q(a))

¬(x q(x), ¬q(a), p(a), q(a))



(




(

¬(x p(x), p(a), q(a))


¬(x q(x), p(a), q(a))






(


¬((x p(x) ( (x q(x)), p(a), q(a))






(


¬((x p(x) ( (x q(x)), p(a) ( q(a)






(


¬((x p(x) ( (x q(x)), (x(p(a) ( q(a))






(


((x p(x) ( (x q(x)) ( (x(p(x) ( q(x))

Gentzenovský důkaz podle duálního tabla:

1. ├ ¬(x p(x), ¬p(a), p(a), q(a))


axiom

2. ├ ¬(x q(x), ¬q(a), p(a), q(a))


axiom

3. ├ ¬(x p(x), p(a), q(a))



(-pravidlo na 1, negace obecného kvantif.

4. ├ ¬(x q(x), p(a), q(a))



(-pravidlo na 2, negace obecného kvantif.

5. ├ ¬((x p(x) ( (x q(x)), p(a), q(a))


(-pravidlo na 3, 4, disjunkce

6. ├ ¬((x p(x) ( (x q(x)), p(a) ( q(a)


(-pravidlo na 5, disjunkce

7. ├ ¬((x p(x) ( (x q(x)), (x(p(a) ( q(a))

(-pravidlo na 6, obecný kvantifikátor

8. ├ ((x p(x) ( (x q(x)) ( (x(p(x) ( q(x))

(-pravidlo na 7, implikace
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