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Pfedmluva

Co najdeme v téchto skriptech

Rychly ndhled: Tento text je urcen studentim predmétu Logika a logické programovini na
Ustavu informatiky Slezské univerzity v Opavé. Pfedpokldda znalosti z predmétu Uvod do logiky,
zékladni pojmy a metody pfednédsené v tomto ivodnim pfedmétu jsou pfipomenuty v kapitole
1.

Predmét Logika a logické programovani navstévuji pfedevsim studenti informatiky a ma-
tematiky, proto se zde budeme zabyvat logikou spiSe matematickou nez filozofickou. Protoze
zéklady logiky jiz mame zvladnuté, text nas povede spiSe k implementacim logiky ve védé a pre-
devsim v informatice, konkrétné k logickému programovani vyuZzivajicimu princip rezoluce.

Existuje mnoho knih, skript a ¢lankd s touto tématikou, a to rtizné orientovanych. Utelem
tohoto textu rozhodné neni pokryt celou problematiku, mnohé dtikazy nejsou uvedeny celé,
nékteré z vét jsou zde vysloveny pouze s ndznakem dtikazu (tykd se trividlnich diikazt patticich
do pfedchoziho kurzu, ale i pfilis slozitych dtikazi). Pro hlubsi sezndmeni s problematikou proto
odkazuji na literaturu uvedenou na konci knihy pfed pfilohami. Z dtivodu ndzornosti je vyklad
doprovézen mnoha piiklady a nékteré problémy jsou také na prikladech vysvétlovany.

Nékteré oblasti jsou ,navic” (jsou oznaceny ikonami fialové barvy), ty nejsou probirdny a ani
se neobjevi na zkousce —jejich tikolem je motivovat k dalsimu samostatnému studiu ¢i pokustim
nebo poméahat v budoucnu pfi ziskdvani dalsich informaci. Pokud je fialova ikona pfed ndzvem
kapitoly (sekce), plati pro vse, co se v dané kapitole ¢i sekci nachdzi.

Znaceni
Ve skriptech se pouZivaji ndsledujici barevné ikony:
. Rychly ndhled (skript, kapitoly), ve kterém se dozvime, o ¢em to bude.
. Kli¢ovd slova kapitoly.
. Izl Cile studia pro kapitolu ndm feknou, co nového se v dané kapitole nau¢ime.
. Nové pojmy, znaceni apod. jsou znaceny modrym symbolem, ktery vidime zde vlevo.
. Konkrétni postupy a ndstroje, zplisoby feSeni rtiznych situaci, do kterych se mtize spravce

pocitacového vybaveni dostat, atd. jsou znac¢eny také modrou ikonou.
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. ,18<] Nékteré casti textu jsou oznaceny fialovou ikonou, coZ znamend, Ze jde o nepo-
vinné iseky, které nejsou probirdny (vétSinou; studenti si je mohou podle zdjmu vyzadat

nebo sami prostudovat). Jejich ticelem je dobrovolné rozsifeni znalosti studentt o pokro-
¢ild témata, na kterd obvykle pfi vyuce nezbyva moc ¢asu.

. Zlutou ikonou jsou oznateny odkazy, na kterych lze ziskat dal§i informace o tématu.
Nejcastéji u této ikony najdeme webové odkazy na stranky, kde se dané tématice jejich
autofi vénuji podrobnéji.

. Cervend je ikona pro upozornéni a pozndmky.

Pokud je mnoZstvi textu patficiho k urcité ikoné vétsi, je cely blok ohranic¢en prostfedim
s ikonami na zac¢atku i konci, napiiklad pro definovani nového pojmu:

Definice 0.1

V takovém prostfedi definujeme pojem ¢&i vysvétlujeme sice relativné zndmy, ale komplexni po-

jem s vice vyznamy ¢&i vlastnostmi.

£ Véta 0.1

V teoretické cdsti najdeme véty, teorémy a lemmata, také pro né existuje vlastni prostiedi. Za timto pro-
stredim obvykle ndsleduje diikaz.

o)

Podobné miiZze vypadat prostiedi pro delsi postup nebo delsi pozndmku ¢i vice odkazti na dalsi
informace. Mohou byt pouZita také jind prostiedi:

Ptiklad 0.1

Takto vypada prostfedi s prikladem. Pfiklady jsou obvykle komentovany, aby byl jasny postup

jejich feSend.

Ukol

Otéazky a tkoly, ndméty na vyzkousSeni, které se doporucuje pfi procvic¢ovani uciva provadeét,
jsou uzavieny v tomto prostfedi. Pokud je v prosttedi vice tikold, jsou ¢islovany.
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Uvod

Coje tovlastnélogika? Pod timto pojmem vétsina lidi chdpe souhrn obecnych (myslenkovych)
postupti, které slouzi k vyvozovani zdvér ¢i vyslovovani myslenek neodporujicich myslenkdm
jiz pfijatym za sprdvné, a také postupti, které analyzuji korektnost jiz vyslovenych myslenek.
Existuje i kratsi definice: logika je véda o spravném usuzovani. Podobnou definici najdeme ve
vétsiné ucebnic logiky.

RozliSujeme také rtizné druhy logiky, které vSak nemusi byt navzajem tplné oddéleny — na-
priklad formdlni logiku, ktera se zaméfuje vyhradné na formu tvrzeni (odtud nazev), ne jiz na
jejich obsah, stavénou jako protiklad neformalni (intuitivni) logiky, matematickou logiku, ktera pro
analyzu (pfevazné matematickych problémt) pouzivd matematické ndstroje (a je dtisledné for-
malni), filozofickou logiku zaméfenou na formalni aplikaci logiky na filozofické problémy.

Absolventi stfednich skol znaji alespont v zdkladu vijrokovou logiku a predikdtovou logiku pro-
niho #ddu. Zatimco vyrokova logika dokaZe analyzovat tvrzeni pouze do trovné jednoduchych
(atomickych) vyrokii — vyrokovych proménnych a logickych konstant (obdoba vét v souvéti spo-
jenych prislusnymi spojkami), predikatova logika prvniho fadu jiz rozliSuje subjekt (zastoupeny
individuovou konstantou) a vlastnost subjektu ¢i vztah mezi subjekty (predikét). V predika-
tové logice pouzivame kvantifikaci individuovych proménnych, za které 1ze dosadit individuové
konstanty (ur¢ujeme aplikovatelnost na nejméné jedno nebo vSechna individua daného oboru).
Existuji také predikitové logiky vyssich 7ddii, které zachazeji jesté dale, napiiklad kvantifikuji také
predikdtové proménné, pracuji s vlastnostmi vlastnosti a vztahti, a také se vztahy mezi vlast-
nostmi a vztahy.

Rtizné typy logik jsou casto déleny na klasické (dvouhodnotové) a neklasické. K neklasickym
logikdm fadime napftiklad vicehodnotové logiky, kde kromé hodnot true a false mohou formule
nabyvat i jinych hodnot ,mezi” témito dvéma zdkladnimi hodnotami. To je napfiklad t7ihodno-
tovd logika p¥idavajici prostfedni hodnotu moznd nebo fuzzy logika pracujici s celym intervalem od
0 (false) do 1 (true).

K neklasickym logikam patii také pravdépodobnostni logika, kterda podobné jako fuzzy logika
pouziva &iselné hodnoty z daného intervalu, rtizné typy moddlnich logik p¥idavajici ke klasické
logice modality! moZnosti a nutnosti, a tempordlni logika (logika ¢asu, vychézi z modalni logiky)
pokousejici se vyjadrit casové hledisko pfi charakterizovani prvki jazyka (kdy ktery déj nastal,
kdy mél dany objekt zkoumanou vlastnost apod.).

'"Modality jsou prostfedky pro vyjadieni pravdépodobnostnich atributti logickych tvrzeni, naptiklad dané tvrzeni
plati nutné (vZdy), a nebo moZna (nékdy; je mozné, Ze...).
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Jak a kde logika vznikla? Logika vznikla ve starovékém Recku (alespoii podle dochovanych
nalezli z historie). Ndznaky logiky se objevuji uz u Sékrata a Platéna, za zakladatele logiky je
vSak povazovén jejich pokracovatel Aristotelés. Aristotelova logika obohacend o metody teorie
mnoZin se dodnes pouZivé pfi vyhodnocovani nepfili$ slozitych vyrokt nazyvanych sylogismy.
Velky vyznam meéla (a maji) také dila Euklidova. Euklides jako prvni definoval axiomaticky sys-
tém. Zndmad je jeho axiomatika geometrie, kterd jesté doneddvna zameéstnavala matematiky a in-
spirovala vznik neeuklidovskych geometrii (hyperbolické, eliptické apod.) tim, Ze se tito mate-
matici pokouseli dokazat zavislost jednoho z axiomd, patého postulatu, na ostatnich.

V nésledujicich stoletich logiku pfibliZovali dnes béZnému pojeti George Boole (zname po-
jem Booleova algebra, ktery se tizce vaze také k vyrokové logice), John Venn (zabyval se logikou
a teorii pravdépodobnosti, zndmé jsou také Vennovy diagramy), Gottlob Fregge (zavedl predika-
tovou logiku), Bertrand Russel a dal$i. Na pfelomu 19. a 20. stoleti se v souvislosti s teorii mnozin
a pokusy o co nejvétsi formalizaci védy do popfedi zdjmu mnoha védct dostaly tzv. antinomie
(paradoxy, spory; nékteré se dochovaly jiz od starovéku). Zndmy je napiiklad Russeltv paradox
(volné podle [3]):

Definujme normdlni mnoZinu jako mnoZinu, kterd neobsahuje samu sebe (tj. neni svym vlast-
nim prokem). Je mnoZina M vsech normdlnich mnoZin normdlni mnoZinou?

Kdyby byla odpovéd” ANO, pak by mnoZina M nemohla obsahovat samu sebe. KdyZ ale neob-
sahuje samu sebe, pak nemiize byt mnoZinou v8ech normdlnich mnoZin, ona sama v sobé chybi.
Proto odpovéd’ nemiize byt ANO.

Kdyby byla odpovéd’ NE, a tedy mnoZina M by obsahovala samu sebe, pak by nemohla bijt
mnozinou vSech normdlnich mnoZin, protoZe by obsahovala nejméné jednu mnoZinu, kterd neni
normdlni (samu sebe). Proto odpovéd nemiiZe byjt NE.

Princip Russelova paradoxu vychdzi z vlastnosti teorie mnozin definované Cantorem tak, aby
byla co nejjednodussi a snadno pouzitelnd. Po zvefejnéni paradoxu doslo k pfeformulovani teo-
rie mnoZin tak, aby formélné k paradoxtiim (nejen tomuto) nemohlo dojit, byla vytvorena teorie

mnozin zaloZend na axiomech.

N2

Na pocatku 20. stoleti jeden z nejvyznamnéjsich matematikt té doby David Hilbert vyty-
¢il program formalizace védy (pfedevsim matematiky), ktery mél kromé jiného i zamezit témto
paradoxtim. U¢elem bylo vytvofit formalni systémy, které by zarucily bezespornost (pii odvozo-
vani novych tvrzeni nelze dojit ke sporu s pfedpoklady) a pokud mozno uplnost (kazdé tvrzeni
platné v dané logice je dokazatelné) a rozhodnutelnost (o tvrzeni bychom méli vzdy mit moZnost
rozhodnout v kone¢ném poctu krokti, zda je pravdivé v dané logice) odvozovani.

Ukdzalo se, Ze problémem je pfedevsim tplnost, coz dokazal Kurt Godel ve své disertacni
préci. Zatimco vyrokova a predikdtova logika prvniho ¥adu jsou tplné, o teoriich na nich posta-
venych to nemusi platit, napfiklad teorie aritmetiky. Bylo také dokazano, Ze vyrokova logika je
rozhodnutelnd, predikatova logika prvniho fddu rozhodnutelna neni.

Hilbertv program formalizace védy sice nebyl a ani nemohl byt spInén, jak dokédzal Godel,
ale presto pfinesl i uZitecné vysledky a v soucasné logice se tento trend projevuje maximalni
snahou o formalizaci myslenek a postupt jejich zpracovani. S dlisledky se setkdvdme v mnoha
védnich disciplindch, samoziejmé také v informatice.
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Logika a informatika. Logika tedy byva spojovana s lidskym myslenim. Od minulého stoleti
vSak s pojmy a postupy pracuji nejen lidé, ale také stroje, pocitace, proto nastala potfeba metody
logické analyzy co nejvice zautomatizovat a pfizptisobit potfebam a schopnostem pocitacii.

V informatice logiku pouZivdme casto i tehdy, kdyz to viibec netusime, napiiklad v expert-
nich a databdzovych systémech miize byt pouzivana pravdépodobnostni nebo fuzzy logika. Lo-
gika se také prosazuje obecné v umélé inteligenci, kde pomaha ze zjisténych faktti a definova-
nych pravidel vytvaret nové tsudky a tim fidit chovdni umélé inteligence i v ,nenaprogramo-
vanych” pfipadech. Pro tyto tcely se pouZivaji nejen klasické logiky, ale i logiky neklasické.

Zakladem pro vyuziti logiky v informatice je logické programovani. Nejde jen o to, abychom
pfi programovani mysleli logicky (to je ostatné naprosto nezbytné), ale jde o zavedeni metod
logické dedukce do programovani a jejich pfimou podporu v programovacim jazyce. Logické pro-
gramovaci jazyky byly ptivodné zaloZeny na klasickych logikédch, z nejzndméjsich je programovaci
jazyk Prolog. Postupné se vSak zacaly objevovat logické programovaci jazyky zaloZené na nekla-
sickych logikach (napfiklad pro fuzzy logiku Fuzzy Prolog nebo pro temporélni logiku Templog,
Chronolog, Temporal Prolog), dalsim (jiZ ne zcela novym) zajimavym projektem je programovaci
jazyk Merkur.

Dalsi moZnost vyuZziti logiky je v analyze pfirozeného jazyka, kde jsou kromé jiného vytva-
feny nastavby pro obecné logické programovaci jazyky (pfedevsim pro varianty Prologu), ale
také naptiklad v Lispu nebo v C.2

z Yz

Co bude v textu nasledovat? Velka ¢ést néasledujiciho textu je vénovana formalizaci logiky.
S nékterymi formalnimi systémy jsme se jiz seznamili v pfedmétu Uvod do logiky — zname Hil-
bertovsky a Gentzenovsky systém. Nyni je zafadime do obecného formalniho rdmce a podivdme
se na dalsf, trochu odligny, formalni systém — Systém ptirozené dedukce. Utelem této kapitoly
je predevsim dikladné si osvojit vyznam logickych spojek, syntaktickych pravidel a logické de-
dukce, protoZe na téchto zdkladech stoji viechny nasledujici kapitoly a pfi jejich nepochopenti se
nedokdZeme v dalSim textu orientovat.

Dale definujeme novy typ logiky — klauzuldrni logiku, a pak na této logice postavime dalsi
formalni systém. Tento formdlni systém jiz mtZeme pouzit pro popis zdkladt logického progra-
movéani (pfedevsim v Prologu), coZ bude obsahem posledni kapitoly textu.

Do pfiloh byly zafazeny piiklady tykajici se klauzularni logiky a programovani v Prologu.
V priloze A najdeme zadani ptikladii, v pfiloze B je jejich feSeni.

V textu je odliSeno znaceni logickych spojek — a <+ od metaznakti = a <.

?Ptehled najdeme napiiklad na http:/nlp.fi.muni.cz/projekty/grammar_workbench/prehled.html.
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Kapitola

Zakladni znalosti

Rychly ndhled: Tato kapitola pfedevsim uspofddava znalosti ziskané v pfedchozim pied-
métu, Uvod do logiky. Jejim ticelem je pfipomenout zdkladni pojmy a metody, které budou pou-
zivany v nasledujicich kapitolach.

V posledni sekci této kapitoly se budeme zabyvat dokazovacimi systémy, které pro dedukci
vyuZzivaji vyhradné syntaktické diikazové metody. Vyhodou téchto systém je pfedevsim to, Ze
syntaktické metody se snadno programuji, a proto je 1ze vyuZit pro logické programovani.

Klicovd slova: Vyrokova logika, predikatova logika, formule, ohodnoceni, model, interpre-
tace, logicka spojka, sémantickd tabulka, literdl, konjunkt, disjunkt, atom, term, arita, struktura,
univerzum diskurzu, sémantické tablo, rezoluce, diikaz, diikaz sporem, nepfimy dtikaz, logicky
systém, formalni systém, teorie, sémantickd korektnost, sémanticka tplnost, bezespornost.

IEI Cile studia: ~Cilem je upevnit si zdkladni pojmy a postupy matematické logiky, a také naucit
se orientovat ve formalnich systémech a jejich vlastnostech.

1.1 Vyrokova logika

V nésledujicim textu budeme pouZivat tyto zdkladni pojmy:

Vijrokovd proménnd, logickd konstanta

Slozitost formule odpovida poctu logickych spojek formule, formule se slozitosti 0 je tvofena
pouze jedinou vyrokovou proménnou a Zadnou logickou spojkou.

Ohodnoceni  (valuace) vyrokové proménné p je zobrazeni v, které proménné p pfifadi hodnotu
true nebo false. V tabulce 1.1 na strané 5 jsou jednotlivd ohodnoceni proménnych v prv-
nich dvou sloupcich.

Interpretace I vyrokové formule ' p¥i zvoleném ohodnoceni v je zobrazeni pfifazujici formuli F'
hodnotu true nebo false podle ohodnoceni v uplatnéného na vsechny proménné nachdze-
jici se ve formuli F' a logické spojky dle tabulky 1.1. Znacime I(F).

Model formule ' je takové ohodnoceni (valuace) v, ve kterém je formule interpretovdna hodno-
tou frue.
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Formule F je pravdivd pti ohodnoceni v, jestliZe je v tomto ohodnoceni interpretovdna hodnotou
true (tj. ohodnoceni v je modelem formule F).

Formule F je splnitelnd, jestliZe ma alespori jeden model.

Formule F je tautologie  (logicky platnd, splnéna, logicky zdkon), jestliZe je pravdiva ve vSech
valuacich, tedy vSechny valuace jsou modely formule F.

Formule F je kontradikce (nesplnitelnd), kdyZ nemd zadny model.

MnozZina formuli M je splnitelnd, jestlize vSechny formule této mnoZiny maji alespori jeden spo-
le¢ny model, tedy kdyZ existuje alespori jedna valuace, kterd je modelem pro vSechny for-
mule mnoZziny. Takovou valuaci nazyvame model mnoZiny formuli M.

Formule F logicky vypljvd z mnoZiny formuli M (tedy je jejich logickym dtisledkem), pokud je
pravdiva v kazdém modelu mnoZiny M (tj. kazdy model mnoZiny M je zaroveri modelem
formule F)). Znatime M |= F.

Interpretace formule zavisi nejen na zvolené valuaci, ale také na syntaktické struktufe formule
dané piedevsim logickymi spojkami. Nebudeme zde probirat syntaxi do disledkd, ale podivame
se na definici logickych spojek.

Logické spojky pouzivané ve vyrokové logice mohou byt unarni (napiiklad negace, spojka ma
jeden argument) nebo bindrni (naptiklad konjunkce, spojka ma dva argumenty) a nebo nuldrni
(true, false — nemaji Zddny argument). P¥i interpretaci formule se sloZitosti 1, tedy obsahujici
pravé jednu logickou spojku, mame celkem 22* = 2* = 16 mozZnosti:

(p|q] false | p&q|-(p—q) [p|-la—=p) |a]pt+ta|pVq]
00 0 0 0 0 0 0 0 0
0|1 0 0 0 0 1 1] 1 1
1]0 0 0 1 1 0 0 1 1
1)1 0 1 0 1 0 11 0 1
!p\quiq\qu\ﬁq\q%p\ﬁp\p%q\qu\true\
00 1 1 1 1 1 1 1 1
0|1 0 0 0 0 1 1 1 1
1/0f o 0 1 1 0 0 1 1
11 o 1 0 1 0 1 0 1

Tabulka 1.1: Sémantickd tabulka logickych spojek vyrokové logiky
Ve vyrokové logice nevyuZzivdme vSechny vyse uvedené spojky, ale obvykle jen nédsledujici:

* nuldrni: false, true, o nich hovofime jako o logickijch konstantdch
* undrni: - (negace)
e zdkladni bindrni: & (konjunkce), V (disjunkce), — (implikace), <+ (ekvivalence)
® dalsi bindrni:
+ (XOR) - vylu¢ovaci nebo

T (NAND, Schefferiv operator) — negace konjunkce (,Not AND*)
1 (NOR, Piercetiv operétor) — negace disjunkce (,Not OR")
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V souvislosti s logickymi spojkami pouzivame také dalsi pojmy:

Funkcné 1iplnd mnoZina logickych spojek:  Je zfejmé, Ze nékteré logické spojky lze zapsat pomoci
kombinace jinych (¢asto se tak zvysi slozitost formule). Funkéné Gplnd mnozina logic-
kych spojek je takovd mnozina logickych spojek, pomoci nichz 1ze vyjadfit vSechny logické
spojky uvedené v tabulce 1.1. Jsou to napiiklad tyto mnoziny: { &,V,-}, { &,—}, {Vv,—},
{= -5 {1 {4k

Literdl vijrokové proménné p  je bud’ tato proménna nebo jeji negace, pro proménnou p tedy exis-
tuji dva literaly: p, —p.

Disjunkt je formule, kterd je konjunkci kone¢né mnoha literdld.

Formule je v disjunktioni normdlni formé (DNF), jestlize je disjunkci kone¢né mnoha disjunktt,
napiiklad formule (p & q) V (r & —p & ~q) V —r.

Konjunkt  je formule, kterd je disjunkci kone¢né mnoha literdlt. Konjunkty se také nazyvaji
klauzule (stejné jako v predikatové logice).

Formule je v konjunktioni normdlni formé (KINF), jestliZe je konjunkci kone¢né mnoha konjunkti,
napiiklad formule (p V q) & (rV —p V —q) & —r. Této formé se také ¥ika klauzuldrni normdlni
forma.

Pri apravach logickych vyraza ¢asto pouzivdme nékteré tautologie. Pro vyrokovou logiku
jsou to napiiklad

e DeMorganovy zakony: —(a &b) < (—a V —b)
—(aVb) < (—a&—d)

Distributivita: a & (bVec) < (a&b)V (a &¢)
aV((b&ec)e= (aVvd)&(aVec)

Prepis implikace: (a —b) < (ma V' b)
—(a = b) & (a & —b)

Prepis ekvivalence: (a <+ b) & ((a = b) & (b — a))

Zavedeni a odstranéni dvoji negace: a < ——a
——a & a

Také vime, Ze logické spojky konjunkce a disjunkce jsou komutativni, kdeZto implikace neni.

Disjunktivni normdlni formu vyrokové formule ziskdme bud’ ekvivalentnimi tipravami této
formule a nebo vyuzitim modelt zjisténych ze sémantické tabulky. Konjunktivni normélni formu
vyrokové formule ziskdme bud’ opét ekvivalentnimi tpravami, a nebo tak, Ze formuli znegu-
jeme, pfevedeme do disjunktivni normalni formy, opét znegujeme a pak pfi ekvivalentni Gpravé
vyuZijeme vztah mezi konjunkci a negaci disjunkce (ale jde to i jednoduseji).

Ptiklad 1.1

Zjistime disjunktivni a konjunktivni normélni formu formule
F=(B&-A) V(B — -A).

Nejdiiv zjistime modely této formule. Vytvofime sémantickou tabulku a najdeme modely
formule F.
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|A[B|~A|-B|X =B&-A|Y =B -A[F = XV~Y|
ojof1]1 0 1 0
0[I1[ 1[0 1 1 D
1[of o1 0 1 0
T[1] 00 0 0 D

Nasli jsme dva modely pro vyrokové proménné A, B: {A =0,B =1} a {A =1, B = 1}. Disjunk-
tivni normdlni forma vychazi z téchto dvou modeld, je
F e (A& B)V (A& B)
Nyni pfevedeme formuli do konjunktivni normdlni formy, pouZijeme nejdiiv ,delsi” cestu.
K tabulce piipojime dalsi sloupec s negaci formule a zjistime modely.

AlB] . [F[-F]
dojo 0] 1
01 1] o0
10 0 1
1] 1 1] o0

Modely negace formule jsou také dva - {A = 0, B = 0} a {A = 1, B = 0}. Disjunktivni normalni

forma negace formule je
~F & (nA&-B)V (A&-B)

VyuZzijeme tautologie o dvoji negaci a formuli F takto upravime:

F & —F & ~(-F) & ~((A&-B)V(A&-B)) «
& (A& -B)&—-(A&-B) &
& (AV--B)&(~AV--B) ©
& (AVB)&(~AV B)

Ziskali jsme konjunktivni normdlni formu zadané formule F.

Jak to jde jednoduseji (zkratkou): neni tfeba vytvaret sloupec tabulky s negaci formule, sta¢i si
uvédomit, co jsme vlastné délali v pfedchozim postupu. Vybereme pravé ta ohodnoceni, ktera
nejsou modely formule (tj. ve sloupci s formuli najdeme 0). VSechny literdly proménnych urc¢ené
stejné jako u disjunktivni formy navic znegujeme (p¥ipadné odstranime dvoji negaci) a vytvo-

fime konjunkty.

Vyse popsany postup slouzi k vytvoreni iiplné disjunktivni a konjunktioni normdlni formy for-
mule. To znamend, Ze ve vSech disjunktech/konjunktech jsou zastoupeny literaly vSech vyroko-
vych proménnych, které ve formuli mdme. Jednodussi a kratsi vSak byvaji normélni formy, které
nejsou Uiplné, ziskavame je obvykle ekvivalentnimi dpravami ptivodni formule.

Ijkoly
1. Podle tabulky 1.1 si vypiste sémantickou tabulku pro implikaci.

2. Najdéte vsechny modely formule (AV (B — —A)) — —(A & B). Modely porovnejte s tabul-
kou, kterou jste vytvorfili v pfedchozim tkolu. Jakd moznost tpravy formule ze srovnani

vyplyva?
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3. Najdéte vsechny modely mnoziny formuli {(p & —¢q) — false, pV q}.

4. Pomoci sémantické tabulky dokaZzte, Ze DeMorganovy zakony pro konjunkci a disjunkci
jsou tautologie.

5. Dokazte, Ze plati (—a V —b) < —(a &b). Pouzijte nejdfiv sémantickou tabulku a potom
ekvivalentni Gpravy podle tautologii pro pfepis implikace.

6. Prohlédnéte si sémantickou tabulku formule F vytvofenou v pifikladu na str. 6. Lze tuto
formuli podstatné zjednodusit?

7. Vytvorte disjunktivni a konjunktivni normalni formu (nejdfiv ekvivalentnimi tpravami,
pak tplné formy pomoci sémantické tabulky) formule

ﬁ((p%Q) — (pVQ))-

8. Lze vytvofit disjunktivni normalni formu kontradiktorické formule? Lze vytvofit konjunk-
tivni normadlni formu tautologie? Pokud nelze, zdGvodnéte (kdyz nevite, zkuste je vytvo-

Fit).

1.2 Predikatova logika

V predikatové logice budeme kromé dfive uvedenych pojmii, formuli a postupti z vyrokové
logiky pouZivat nasledujici:

Atom  je nejmensi ¢ast formule, které 1ze pfifadit pravdivostni hodnotu true nebo false, tedy
je to predikat vcetné argumentt (parametrti) nebo logicka konstanta. Také hovofime o ato-
mické formuli.

Literdl je atom nebo negace atomu, literdly jsou naptiklad p(z) a —p(z).

Vyskyt individuové proménné z je vdzanyj, pokud je (tento vyskyt) souasti nékteré podformule
Vo A (univerzdlné vazand proménnd) nebo Jz A (existencné vazand proménnd). Vyskyt
individuové proménné, ktery neni vazany, je volny.

Uzaviend formule je takova formule, ve které jsou vSechny vyskyty vSech proménnych vézané
(ptfipadné neobsahuje Zddné proménné). Formule, kterd neni uzaviend, je oteviend.

Term t je substituovatelnyj za proménnou x ve formuli F', jestliZe je spInéno:

1. proménnd z je ve formuli F volnd (neni vdzand kvantifikatorem),
2. term t nesmi obsahovat proménnou, kterd je ve formuli vazana (tj. ptivodné volna
proménnd se po substituci nesmi stdt vazanou proménnou).

Substituce termu za proménnou se vZdy provadi pfes vSechny vyskyty této proménné.

Arita  predikdtu je pocet parametrd tohoto predikdtu, podobné se urcuje arita funktoru, relace,
funkce. Napiiklad predikét p(z,y) ma aritu 2, coZ zapisujeme jako p/2. Na nasledujicich
stranach se s pojmem arita setkdme znovu.

Struktura S je uspotfddana trojice mnozin S = (W, F,R), kde W nazyvame univerzum diskurzu
(mnozina individui), tato mnoZina urcuje svét, ve kterém se pfi interpretaci pohybujeme,
dale F = {F, F5, ..., F,} je mnoZina funkci, R = {R1, Ry, ..., R,} je mnozina relaci. Ob-
vykle se pfedpokladd W # (.



KAPITOLA 1 ZAKLADNI ZNALOSTI 9

Denotacni zobrazeni D je zobrazeni pfifazujici kazdému funktoru a predikatu formule véetné
nuldrnich (funktoru, individuové konstanté, predikatu, logické konstanté) néktery prvek
struktury, tedy individuové konstané prvek univerza diskurzu, funktoru funkci, predikatu
relaci, logické konstanté sémantickou hodnotu ¢rue nebo false).

Struktura aplikovatelnd na formuli  je struktura, pro kterou existuje denota¢ni zobrazeni pouZi-
telné (aplikovatelné) na tuto formuli, tedy plati

* jestlize je ve formuli alespori jeden predikat, pak mnozina relaci struktury je neprazdna
(denotaéni zobrazeni kaZdému predikatu miize pfifadit néktery prvek mnoZiny re-
laci), navic pro kazdy predikat ve formuli existuje v mnoZziné relaci alesporn jedna re-
lace se stejnou aritou,

* lze pfedpokladat, Ze univerzum diskurzu je neprazdné,

* jestlize jsou ve formuli funktory, je mnoZina funkci struktury neprazdna, také s ohle-
dem na aritu funktorti.

Ohodnocent (valuace) individuové proménné x  je zobrazeni e, které kazdé individuové proménné
prifadi prvek z univerza diskurzu, tedy pro kazdou proménnou «z plati e(x) € W. Pokud
toto zobrazeni pfifazuje svym argumentiim pouze prvky univerza diskurzu struktury S,
mluvime o valuaci aplikovatelné na strukturu S.

Ohodnocent (valuace) termu t  je zobrazeni e’ definované rekurzivné:

e ¢/(¢) = D(c), kde cje individuova konstanta (4. jako denota¢ni zobrazeni),
e ¢/(z) = e(x), z je individuova proménna (tj. jako zobrazeni ohodnoceni individuové
promeénné),

o (f(t1,ta,... . tn)) = F(€(t1), € (t2),...,€ (tn)), kde f je funktor, denotat tohoto funk-
toruje D(f) = F, t1,t2,...,t, jsou termy.

Interpretace formule F' je zobrazeni I, které v dané struktufe S a valuaci e, coz zna¢ime I(F')[S, ¢],
ptifadi formuli hodnotu true nebo false takto (rekurzivni definice):

¢ logické konstanté ptifadi hodnotu jejtho denotétu,

* atomu s n-drnim predikdtem p ve tvaru p(t1,t2, ..., t,) je pfifazena hodnota true, po-
kud pro n-tici individui vzniklou ohodnocenim ¢’ termti v jeho argumentech plati
(€'(t1), € (t2),...,€/(tn)) € R, kde R = D(p) (4. relace R je denotdtem predikdtu p),
jinak je pfifazena hodnota false,

* formuli se sloZitosti vétsi nez 0 ve tvaru A o B, kde o je nékterd ze spojek v tabulce 1.1
na str. 5, je pfifazena hodnota (I(A)[S,e]) o (I(B)[S,¢]), a spojka o je interpretovdna
také podle tabulky 1.1,

e formuli ve tvaru VzA je pfifazena hodnota true, pokud pro vsechna individua a €
W plati I(A)le(z/a)] = true (po dosazeni a za vSechny vyskyty z je podformule A
interpretovéna true), jinak je formule interpretovdna hodnotou false,

¢ formuli ve tvaru 3z A je pfifazena hodnota true, pokud pro nejméné jedno individuum
a € W plati I(A)[e(xz/a)] = true, jinak je formule interpretovana hodnotou false.

Formule F je pravdivd  ve struktufe S pfi ohodnoceni e, jestlize v této struktufe a ohodnoceni
interpretovdna hodnotou true, zapisujeme I(F)[S, e] = true.

Formule F je splnitelnd ve struktufe S, jestliZe existuje ohodnoceni, ve kterém je v této struktuie
pravdiva.
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Formule F je platnd (splnéna) ve struktufe S, jestliZe je v této struktufe interpretovdna hodnotou
true pro jakékoliv ohodnoceni, zapisujeme I(F')[S] = true.

Formule F je logicky platnd  (logicky zakon, tautologie), jestliZe je interpretovana hodnotou true
v jakékoliv struktufe a ohodnoceni, zapisujeme I(F') = true.

Stejné jako u vyrokové logiky, i u té predikatové si ukdZeme nékolik uZite¢nych tautologii.
e DeMorganovy zakony pro kvantifikatory: —(VzA(x)) < (Fz—A(z))
—(3zA(x)) & (Va—A(x))
 Distribuce kvantifikdtort: Vz(A(z) & B(x)) < (VzA(z) &VzB(z))
Jz(A(x) V B(z)) & (FrA(x) vV JxB(x))

(Zde si musime dét pozor, pro jiné kombinace kvantifikatorti a logickych spojek nemusi
ekvivalence platit!)

Kdyz zapisujeme funktory, funkce, predikdty a relace, mdme moZznost jejich argumenty repre-
zentovat dvojim zptisobem:
e f(z,y, z) — argumenty vypiSeme v zavorce; tento zptisob pouzivame, kdyz je dtlezité jed-
notlivym argumenttim pfifadit nazev pro dalsi pouZiti ¢i vyznam nebo je vzajemné odlisit,
* f/3 —napiSeme lomitko a pocet argumentti; pouzivdme, kdyZ neni nutné rozlisit jednotlivé
argumenty. Cislo za lomitkem, jak uz vime, se nazyva arita.

Napftiklad relaci rodice ((dite) , (matka) , (otec)) lze zapsat jako rodice/3.

Ptiklad 1.2

Vezméme jednoduchou formuli F = Vz ((p(az) \Y% p(m(x))) Vytvofime strukturu pro interpretaci
8§ = (N, {inc/1, mocnina/1}, {sude/1}).

Univerzum diskurzu je mnozZina pfirozenych &isel, v mnoziné funkci mame funkci inc(x) =
2

x + 1 a funkci mocnina(z) = 2, v mnoziné relaci je undrni relace sude/1 vracejici true, jestlize je
jeji argument sudé cislo.

Struktura je aplikovatelnd na zadanou formuli, protoZe funktoru m lze pfifadit nékterou
funkci s vhodnou aritou a také pro predikat p existuje relace se stejnym poctem argumentd.

PouZijeme uvedenou strukturu a denota¢ni zobrazeni D;:

D;(p/1) = sude/1, D1(m/1) = mocnina/1.

Po pouziti denota¢niho zobrazeni D; na formuli bude Vz (sude(w) v sude(x2)>. Toto deno-
ta¢ni zobrazeni neni zrovna idealné zvoleno, coZ si miZzeme vyzkouSet napiiklad valuaci indivi-
duové proménné = hodnotami e(z) =4 a e(z) = 3.

U struktury S; vyzkousime jinou denotaci:

Dy (p(z)) = sude(x), Do(m(z)) = = + 1.

Opét pouzijeme na formuli: Vz (sude(a;) V sude(x + 1)) Pfi jakkoliv zvolené valuaci (za x
dosazujeme pfirozena ¢isla z univerza diskurzu) je vysledkem true. ProtoZe v definici struktury
aplikovatelné na formuli je ,,...pro kterou existuje denotacni zobrazeni ... “, miizeme zvolit de-
notaci Dy. Dana formule F je ve struktufe S; pravdivd pro jakékoliv ohodnoceni individuovych
proménnych (zde jen x), proto je v této struktute platnd (splnéna). Neni to vSak tautologie, s ¢imz
souvisi i vy$e naznacend role volby denota¢niho zobrazeni.
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Priklad 1.3

Pfi interpretaci formule Vx ((p(a:) Vp(m(x) )) z predchoziho ptikladu pouZzijeme jinou strukturu:
S2 = ({jan, eva, karel, iva, ...}, {otec/1}, {je_zena/1}).

Univerzum diskurzu obsahuje jména, funkce otec/1 vraci jméno otce svého argumentu, relace
je zena/1 vraci true, jestlize je argumentem individuum urcujici Zenské jméno. Konkrétni formu
funkce a relace nebudeme uvadét, je zfejma.

Tato struktura je také aplikovatelna na danou formuli, zvolime denotaci Ds:

Ds(p) = je zena, D3(m) = otec.

Opét pouzijeme na formuli Vz (je_zena(:n) v je_zena(otec(x))).

Pokud pfi valuaci dosadime za = Zenské jméno, je celd formule interpretovdna hodnotou true,
ale pokud pouZijeme muZské jméno, je formule interpretovana hodnotou false. Proto formule
sice je splnitelnd ve struktute Sy (pro e(x) dosazujici Zenska jména), ale nent v této strukture platnd.

Zjistili jsme, Ze formule F je ve struktufe S; platnd, ale neni platnd ve struktufe S,. Proto
se nejednd o tautologii (logicky zdkon), neni logicky platnd — to by musela byt platnd ve vsech
aplikovatelnych strukturach.

Ukoly

1. Pfiznalosti vSech vyrokovych a predikatovych tautologii dosud v textu uvedenych zjistéte,
ktera z nasledujicich formuli je tautologie, a dokaZte to pomoci ekvivalentnich tprav:

e Jz(A(z) —» B(x)) & (VzA(x) — VaxB(x))
e Jx(A(x) — B(x)) & (VzA(x) — JzB(x))
e Ju(A(x) — B(z)) & (IrA(z) = JzB(z))

2. Pro interpretaci ndsledujicich formuli vymyslete dvé rizné struktury S; a S» s neprdzdnym
univerzem diskurzu (spole¢né pro vSechny formule). UkaZte, Ze jsou v téchto strukturach
splnitelné/platné/nesplnitelné.

* 3 (p(x) v ~p(x))
* 3 (p(x) & p(a))

* VrIy (Q(w,y) — q(f(w),y))
* Vx q(z, f(x)) = Tz q(z, x)

1.3 Dukazové metody sémantické analyzy

Sémantickd analyza ma za tkol ur¢it, zda je analyzovand formule tautologie, kontradikce &i spl-
nitelnd, stanovujeme tedy pravdivostni (sémantickou) hodnotu formule.
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V pfedchozim semestru jsme se seznamili se zdkladnimi metodami sémantické analyzy pro
provadéni diikazi. Probirali jsme

1. sémantické metody (pracujeme s pravdivostnimi hodnotami jednotlivych ¢asti formule):

e sémanticka tabulka
¢ sémanticky strom, Quintav algoritmus

2. syntaktické metody (pfi analyze nepracujeme s pravdivostnimi hodnotami ¢asti formule, po-
uzivdme pouze syntaktickou strukturu formule — strukturou podformuli, umisténim jed-
notlivych logickych spojek, kvantifikatory, ... ):

¢ sémantické tablo (slovo ,sémantické” v ndzvu znamend pouze ten fakt, Ze tcelem
metody je zjistit sémantickou hodnotu formule)
¢ rezoluce (pfimé a nepfima)

Dale se soustfedime pfedevsim na syntaktické metody a moZnosti jejich pouZiti pfi dokazovani.
Vyhodou syntaktickych metod je jejich snadnéjsi naprogramovdani a obecné automatizace, také
diky tomu, Ze dikaz logicky platné formule syntaktickou metodou byva kone¢ny. Princip da-
kazu vychazi z deduktivniho dsudku.

Definice 1.1 (Deduktivni sudek)
Deduktivni tsudek zapisujeme schématem Py, P, ..., P, = Z, kde
e P,P, ..., P, Zjsoutvrzeni,
* P, P, ..., P, nazyvame pfedpoklady (premisy),
* 7 je zdvér.
Aby se jednalo o platny deduktivni tsudek, musi platit:
¢ Z platnosti pfedpokladi usuzujeme na platnost zavéru (tj. to, zda je zaveér platny, vyplyva
z toho, zda jsou ¢i nejsou platné piedpoklady).
* Ve viech pripadech, kdy jsou platné zaroven vSechny pfedpoklady, musi byt platny i zdvér

(tedy nesmi nastat situace, ve které by vSechny predpoklady byly pravdivé a zavér ne-
pravdivy). , Ve vSech pfipadech” mtiZe znamenat napiiklad ve vyrokové logice ,pfi vSech

Jinymi slovy: zjistime modely mnoziny pfedpokladii; kdyby zdvér nebyl v nékterém z téchto

moznych ohodnocenich vyrokovych symbolt”.

modelt pravdivy (pfi daném ohodnoceni by mél hodnotu false), nejednalo by se o deduktivni
tsudek. VSimnéte si, Ze v definici se nepiSe nic o tom, jak ma byt ohodnocen zavér.

Vétu ,nesmi nastat situace, ve které by vSechny pfedpoklady byly pravdivé a zavér neprav-
divy” mtizeme symbolicky pfepsat jako

~(Pi&Pok ... &Pp&Z) (1.1)
~(P&Poke ... &P,) &—2) (1.2)
(P&Poke.. . &Py) = Z (1.3)

Zapisujeme P, P,..., P, = Z.
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Odvozovact pravidlo je metoda, kterou 1ze pouzit pro odvozeni jednoho tvrzeni z jinych. Musi
spliiovat vlastnosti deduktivniho tsudku (definice na str. 12). Existuje mnoho odvozovacich pra-
videl, v nésledujicim textu se s nékterymi sezndmime. Obvykle jsou reprezentovana formou de-
duktivniho tsudku, napiiklad odvozovaci pravidlo pro rezoluci ve vyrokové logice zapisujeme
jako

AVB, -BVC = AVvC (1.4)

Odvozovaci pravidla, kterd pouzivdme v sémantickém tablu, najdeme v tabulce 1.2.

Pravidlo H Vijznam ‘ Vétveni v tablu ‘
A&B
a-pravidla —(=AV -B) i
~(A — -B) 4,B
A \/ B DECERY
B-pravidla —(-~A & -B) /\
-A— B A B
~v-pravidla v Alz) i
—3z —A(z) Ve A(z), Aa)
d-pravidla Jo B(w) i
—Vz-B(z) B(b)

Tabulka 1.2: Odvozovaci pravidla v sémantickém tablu

Definice 1.2 (Definice dikazu)
Ditikaz tvrzeni T z ptedpokladt Py, P, .. ., P, je takova posloupnost tvrzeni By, Bs, . .., By, kde
By, = T akazdy jeji ¢len B;, 1 < i < m, je:

* jeden z pfedpokladti P; nebo

¢ vznikl uplatnénim nékterého odvozovaciho pravidla na pfedchozi ¢leny posloupnosti.

#1]1  Vétall (Vétao nepfimém dikazu a dikazu sporem)

Ndsledujici formule jsou tautologie:

(A—-B) & (-B—-4) (1.5)

(F < true) < (—F < false) (1.6)
((A—= B) < true) < ((A&—B) + false) (1.7)
o)

Dukaz: VSechny tyto vztahy jsou dokazatelné napifiklad sémantickou tabulkou, coZ vSichni

ovlddame, dikazy tedy nechdme na ¢tendfi. -
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&

Poznamka:

Vztah (1.5) se nazyva nepiimy diikaz formule F; provadime ho tak, Ze znegujeme podformuli dané
formule nachdzejici se vpravo od implikace (zde B) a pokousime se odvodit negaci podformule
vlevo od implikace (zde A).

Vztah (1.6) se nazyva diikaz sporem; provadime ho tak, Ze formuli znegujeme a odvozujeme
tak dlouho, dokud nedojdeme ke sporu — kontradiktorické formuli (false). Vztah (1.7) je konkre-
tizace postupu na implikaci.

Pojmy nepfimého diikazu a diikazu sporem casto splyvaji, protoZze vztah (1.6) pro dtikaz
sporem lze pro potieby dokazovéni zjednodusit na

(true — F) < (-F — false),

coZ je vlastné nepfimy dtikaz po dosazeni F' za B a true za A ve vztahu (1.5).

Ptiklad 1.4

Ovéfime sémantickym tablem (sporem), zda plati pV g —1r = ¢ =7

Ovéfujeme logickou platnost formule (p V ¢ — ) — (¢ — 7). Vytvofime sémantické tablo
pro negaci této formule a pokud se uzavie, znamena to, Ze negace formule je kontradikce, tedy
ptvodni formule je tautologie.

ProtoZe jde o formuli vyrokové logiky, budeme pouZivat pouze a a 8 pravidla. Vysledné
tablo najdeme na obrazku 1.1.

—((pvg—=r)—=(g—r))
o'
pVag—r,(g—r)
o'
pVvVq—r,q,T

B
=(pVaq),q,—r T, q, T
\ o
-p,7q,q,T X (pfes T)
X (ptes q)

Obrazek 1.1: P¥iklad sémantického tabla pro vyrokovou logiku

Sémantické tablo se uzavtelo, proto negovana formule je kontradikce a ptivodni formule tau-
tologie, tedy ovéfovany vztah plati.

U sémantického tabla pro formuli predikatové logiky si musime dat pozor pfedevsim na to,
abychom pfi uplatiiovani é-pravidla dosadili za individuovou proménnou vZzdy jen takovou

konstantu, kterd v diikazu (tablu) dosud nebyla pouZita. Pokud ve vétvi uplatiiujeme - i J-
pravidla, nejdiiv pouZijeme é-pravidla a potom teprve y-pravidla, protoze v téch nejsme nijak
omezeni vybérem konstanty pro dosazeni.
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Ptiklad 1.5

Ovétime nepfimou rezoluci platnost vztahu {p vV ¢,p = r,¢ = s} = rVs.

PouZijeme nepfimou rezoluci, dokazujeme, Ze ndsledujici formule (negace ptivodniho vztahu)
je kontradikce:

PV @)&(p = r)&lq = s)&e(r v s).

Abychom mohli rezolué¢ni pravidlo pouZivat (je ve vzorci (1.4) na strané 13), musime mit for-
muli v konjunktivni normdlni formé. Jednotlivé podformule rozepiSeme a postupné uplatiiujeme
rezoluéni odvozovaci pravidlo.

Ekvivalentni formule v konjunktivni normalni formé je
PV &p—=r)&(g—s5)&(rvs)< (pVe) &(—pVr)&(-qVs)&-r & —s

Radkovy dtikaz:
1. pVg
2. pVr
3. /qVs
4. —r proni konjunkt negace zdvéru
5. —s druhy konjunkt negace zdvéru
6. —p R(2,4)
7. q R(1,6)
8. s R(3,7)
9. O R(5,8)

ProtoZe jsme dospéli k prazdné formuli (O, false), paivodni vztah je platny.

Ukoly

1. Dokazte, Ze dana formule je tautologie. PouZijte vSechny vyse zminéné zakladni metody —
sémantickou tabulku, sémanticky strom, sémantické tablo i rezoluci. Nezapomeiite, Ze za
urcitych okolnosti je nutné pouzit nepfimy dtikaz.

(p = q) < (7g = —p)
2. Zjistéte, zda je dand formule tautologie. PouZijte sémantické tablo.

(A &VrB(x))) — V(A & B(x))

3. Dokazte sémantickym tablem (pozor na posloupnost v a ¢ pravidel) formuli

Va(A(x) — B(z)) = (3z A(z) — Jz B(x))
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1.4 Formalni systémy

1.4.1 Dtkazy

Jaké diikazy obvykle provadime?
1. Zajimd nas, zda dana formule je tautologii.
2. Chceme védét, jestli dany zévér vyplyva ze zadanych predpokladai.

3. Zjistujeme, co by mohlo vyplyvat ze zadanych pfedpokladd (nemdme konkrétni pied-
stavu o tom, co dokazujeme, generujeme formule vyplyvajici z pfedpokladti).

Je zfejmé, Ze prvni dva piipady jsou vzajemné pfeveditelné (viz vztahy (1.1)-(1.3) na strané 12).
Ditikazy délime na:

s

* PFimé

- v pifipadé dokazovéni logické platnosti formule je na konci dikazu préavé tato for-
mule,

— v piipadé dokazovani vyplyvéni zavéru z mnoziny pfedpokladt pak je na konci di-
kazu dokazovany zavér.

* Neprimé

- v piipadé dokazovéni logické platnosti formule tuto formuli popfeme a dokdZeme, Ze
tato negace je kontradikce,

- v piipadé dokazovani vyplyvéni zdvéru z mnoziny pfedpokladd zavér znegujeme,
pfidame k mnoziné pfedpokladi a postupujeme stejné jako v pfedchozim bodé (jen
pracujeme s mnoZzinou formuli), opét je tieba dojit ke sporu s nékterou formuli v mno-
Ziné.

Dosud jsme se zabyvali spiSe nepfimymi dtikazy. Pomoci sémantického tabla a rezoluce jsme
dokazovali, Ze negace formule je kontradikce, a proto ptivodni formule je tautologie.

1.4.2 Logické systémy

Ve vyrokové a predikatové logice existuji pro ovéfovani logické platnosti formuli sémantické
i syntaktické postupy (zminéné v kapitole 1.3), pokud vSak chceme vyuZit logiku pro budovani
teorii, nebude ndm to stacit. Proto vytvaiime systémy s pfedem nadefinovanymi stavebnimi ka-
meny — axiomy, a metodami — odvozovacimi pravidly. V rdmci takto nadefinovaného systému
pak pomoci odvozovacich pravidel odvozujeme dalsi tvrzeni, kterd nazyvame vétami nebo teo-
rémy.

Odvozovaci pravidla ve formalnich systémech byvaji syntakticka, pfi jejich pouZzivéani se
tedy nezabyvame piimo ohodnocenim jednotlivych prvkii jazyka, ale pracujeme se syntaktickou
strukturou formuli. Tato pravidla obvykle vychézeji ze syntaktickych metod sémantické analyzy
nebo jsou odvozena z vlastnosti operétorti zvoleného jazyka (konjunkce, implikace, ...). Znak
= znacdi logické vyplyvani, s nim jsme se uz setkali. U formélnich systémti budeme pouzivat
znak = —symbol pro dokazatelnost.

Formdlni systém nad danym formdlnim jazykem je mnoZzina tvrzeni formulovanych v tomto
jazyce.
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Syntaktické Sémantika,

Jazyk nékteré PIVXY / Formdlni systém vyzham Teori
logiky (logicky kalkul) g eorie
vyrokova, Hilbertovsky, teorie usporadani,
predikatova, Gentzenovsky, teorie grup,
pfirozené dedukce, riz. fyzikalni teorie,

Obrézek 1.2: Postup vytvéfeni logickych systémii

Syntaktické proky jsou bud’ formule (nazyvame je obvykle logické axiomy) nebo odvozovaci pra-
vidla (ta urcuji, jak odvozovat dalsi formule). Logické axiomy musi byt vzdy tautologie nad zvo-
lenym jazykem formdlniho systému (napf. nad vyrokovou logikou), odvozovaci pravidla musi
splnovat vlastnosti deduktivniho tsudku. Cely diikazovy postup musi zachovavat pravdivost
ve struktufe.
U sémantickych prokii jiz tento poZzadavek neni. Pfiddavame formule (nazyvané obvykle speci-
dlni axiomy), které nemusi byt tautologiemi, staci, kdyZ jsou platné v dané struktufe (tj. za urdi-
tych okolnosti, v dané interpretaci). KdyZ za¢neme brat v tivahu interpretaci, systém prestava byt
univerzalné pouZzitelny, ale pfesto je uZite¢ny, protoze existuji takova tvrzeni, kterd plati v jedné
teorii, ale v jiné nikoliv.

Napfiklad v teorii grup plati specidlni axiom o neutrdlnim prvku (symbolem o ozna¢me
operaci grupy), v komutativni grupé také specialni axiom komutativity operace:

InVez(zon=z & nox =x) (1.8)
VaVy(x oy = yox) (1.9)

Tyto axiomy vSak neplati v mnoha jinych teoriich véetné nékterych algebraickych (existuji al-
gebraické struktury, které nemaji neutrdIni prvek, pfipadné operace, které nejsou komutativni).
Specidlni axiomy jsou tvrzeni, kterd povazujeme za platna v rdmci této teorie (tj. v zamyslené in-
terpretaci), ale nemusi byt platnd v kazdé interpretaci (jako tfeba tvrzeni o neutrdlnim prvku
(1.8)).

Formalni systémy délime na axiomatické a pfedpokladové.
Axiomaticky systém je uréen

* jazykem (obvykle vyrokova nebo predikatova logika, pfip. s omezenim spojek),

¢ logickymi axiomy,

¢ odvozovacimi pravidly.
Diikaz zacind axiomy (pfipadné dokdzanymi vétami), vytvafime piimé dikazy. Typickym pii-
kladem axiomatického formdlniho systému je Hilbertovsky axiomaticky systém.
Predpokladovy formdlni systém je uréen

* jazykem,

¢ dedukénimi pravidly.

Dedukéni pravidla (jsou obdobou odvozovacich pravidel, musi spliiovat jejich vlastnosti) mohou
mit pfedpoklady (tj. jsou ve tvaru ,jestlize byly jiZ dokdzany véty XXX, pak Ize do dikazu pfidat
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vétu YYY”), ale nemuseji. Dedukéni pravidla bez predpokladt nazyvame axiomy. V diikazu
miiZeme pouzivat rtizné druhy pfedpokladti, tedy pfipustny je i nepfimy diikaz (diikaz sporem).
Zatimco axiomatické systémy se vyznacuji rozsdhlejsi mnozinou zékladnich tvrzeni, axiomf,
ajennékolika odvozovacimi pravidly, pfedpokladové systémy jsou konstruovany tak, aby umoz-
fovaly , pfirozené” odvozovani vychdzejici z definice logickych spojek a dalsich prvkt jazyka,
proto pocet dedukénich pravidel byva pfimo tmérny poctu téchto prvka.
Teorii vytvofime tak, Ze k vybranému formalnimu systému pfidame specidlni axiomy. Stejné
jako u formélnich systémii se i v teoriich pouZivaji syntaktické metody odvozovani (z logickych
a specidlnich axiomt odvozujeme pomoci syntaktickych — odvozovacich ¢i dedukénich — pravi-
del dalsi véty teorie).

1.4.3 Vlastnosti formdlnich diikazovych metod a systému

Aby byla metoda (nebo formalni systém) pouzitelna pro dokazovani, musi mit vlastnosti, které
ndm zarudi, Ze pii pouZivani této metody ziskdvdme opravdu spravné (korektni) vysledky. U me-
tod sémantické analyzy (tablo, rezoluce) a u formélnich systémii vyZadujeme tyto vlastnosti:

e sémanticka korektnost,

¢ sémantickd tplnost,

* bezespornost.

Uzite¢nou vlastnosti mtiZze byt také minimalnost. U formdlnich systém a teorii se vyZaduje pfe-
devsim korektnost a bezespornost.

Definice 1.3 (Sémanticka korektnost a sémanticka aplnost)

Diikazova metoda je sémanticky korektni, pokud

* kazda pomoci ni dokazatelna formule je logicky platna (teorém) — pokud 1ze formuli doka-
zat touto metodou, je logicky platna, resp.

¢ formule dokazatelnd z danych pfedpokladt logicky vyplyvéa z téchto pfedpokladi.

Dtikazova metoda je sémanticky tplna, pokud

* vsechny logicky platné formule Ize touto metodou dokézat, resp.

* jestlize formule logicky vyplyva z danych pfedpokladdi, pak je z nich dokazatelna.

V druhém ptipadé hovoifime o vlastnosti silné iiplnosti.

Jaky je vztah mezi korektnosti a tiplnosti? Ozna¢me M metodu, jejiz korektnost a tiplnost zkou-
mame, F); mnoZinu vSech formuli dokazatelnych metodou M a P mnoZinu vSech logicky plat-
nych formuli. Pak plati:

Korektnost: Fyr C P
Uplnost: Fu 2P

Pro metodu, kterd je zdroven korektni a tpln4, plati F; = P, coZ znamend, Ze metodou lze
dokazat praveé ty formule, které jsou logicky platné.
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Definice sémantické korektnosti a tiplnosti pro formalni systémy jsou obdobné definicim pro
metody, proto je zde nebudeme uvadét.

Pojem sporné mnoziny formuli jiZ zndme z pfedchoziho semestru a vime, Ze pfi dokazovani
dtisledku mnozZiny formuli vzdy musime ovéfit, zda je tato mnoZina formuli bezesporna. Déle
definujeme sporny a bezesporny systém.

Definice 1.4 (Sporny a bezesporny systém)

Formdlni systém je sporny, jestlize je v ném dokazatelnd jakakoliv formule. Formdlni systém je

bezesporny, kdyZz neni sporny.

“1 Vétal2 (O sporném systému)

Je-li U spornd mnoZina formuli, pak plati U + F i U F —F. Slovy: Ve sporném systému existuje
formule F' takovd, Ze v tomto systému je dokazatelnd jak formule F, tak i jeji negace.

o)

Dikaz: je zfejmy, vyplyva z pfedchozi definice. -

Definice 1.5 (Minimdlni systém)

Necht M je mnoZina obsahujici logické axiomy formélniho systému. Formdlni systém je mi-
nimdlni, pokud je mnoZina M minimdlni, tedy Zddny prvek této mnoziny neni dokazatelny z

U syntaktickych formdlnich systémi i teorii je vyZadovédna korektnost. S tiplnosti se bézné se-
tkdvame u formélnich systém, ale u teorii az tak obvykla neni. Naptiklad mnohé matematické

ostatnich jejich prvk.

teorie jsou sice korektni, ale nejsou tiplné. Bezespornost je u jakychkoliv logickych systémii na-
prostou nutnosti, mnoZzina axiomii a odvozovacich pravidel musi byt vZdy bezesporna.

Ptiklad 1.6

Pokusme se odvodit vztahy mezi korektnosti, iplnosti a bezespornosti (tyka se vsech formalnich
systémil). Ozna¢me K korektnost, U tplnost a B bezespornost.

s K=10B
Kdyz je systém korektni, je také bezesporny.

e -B=U
Sporny systém je vzdy tplny (vSechny logicky platné formule v ném dokazeme).

e U&-K = -B
Uplny systém, ktery neni korektni, je sporny.

e B =K
Sporny systém neni korektni.
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e U&B=K
Uplny a bezesporny systém je korektn.

e -(U = B)
Uplny systém nemusi byt bezesporny (ale mtiZe byt).

b —|(B =U )
Bezesporny systém nemusi byt tiplny.

Dtikazy téchto tvrzeni vyplyvaji pfimo z definice korektnosti, tiiplnosti a bezespornosti. Nejsou
narocné, proto je pfenechame ctenafi.

Ukoly

1. DokaZzte korektnost a tplnost metody nepfimé rezoluce ve vyrokové logice. U korektnosti
pracujte s rezolu¢nim pravidlem a postupem pfi jeho pouzivani, u tplnosti si vS§imnéte
formy, do které je nutné pfedem pfevést formuli. Zamyslete se také nad tim, zda do této
formy nékteré formule nelze prevést, a co z toho vyplyva.

2. Zdtvodnéte vztahy uvedené v p¥ikladu na strané 19. Zvlasté si vsimnéte poslednich dvou

vztaht.




Kapitola

Systém ptirozené dedukce

Rychly ndhled: 'V této kapitole se budeme zabyvat Systémem pfirozené dedukce, ktery je za-
stupcem predpokladovijch formdlnich systémii. Systém postavime nejdfiv na vyrokové logice a po-
tom na predikatové logice prvniho fddu. Vychdzime predevsim z literatury [3].

Systém definujeme pro vyrokovou logiku, déle probereme typy dtikazd, které zde 1ze prova-
dét a dokdzeme korektnost a tplnost tohoto systému, a pak provedeme totéZ pro predikdtovou
logiku. Systém pfirozené dedukce predikadtové logiky je vlastné rozsifenim Systému pfirozené
dedukce vyrokové logiky, proto ty ¢asti, ditkazy a véty, které jsou stejné, nebudeme uvadét.

Klicovd slova: Systém ptirozené dedukce, dedukéni pravidlo, véta o substituci, formalni da-
kaz, pfimy a nepiimy dtikaz, hypotéza, pfima a nepfima hypotéza, vétveny dikaz.

IEI Cile studia: Po prostudovani této kapitoly porozumite tomu, jak se vytvaii a pouziva pfed-
pokladovy formédlni systém, konkrétné Systém ptirozené dedukce. Cilem je pochopit, Ze at’ uz
cokoliv dokazujeme nebo tfeba programujeme (v logickém programovacim jazyce), vZdy se po-
hybujeme v uceleném logickém systému, jehoZ moZnosti a hranice jsou pfesné dany.

2.1 Systém pfirozené dedukce vyrokové logiky

Jazyk Systému pfirozené dedukce vyrokové logiky piejimame z vyrokové logiky. Dedukcni
pravidla jsou uvedena v tabulce 2.1. Pravidlo eliminace implikace (EI) je také nazyvano Modus
Ponens a znaci se MP.

Nésledujici véta ndm umoziiuje pouzivat dedukéni pravidla jako metapravidla, tj. za ,, pisme-
na” A, B lze dosazovat jakoukoliv dobfe utvofenou formuli.

£ Véta2.1l (Véta o substituci)

Necht” F' je formule vijrokové logiky, kterd obsahuje prdvé vijrokové proménné py,pa, ..., pn (a Zddné
dalsi). Necht’ ddle Ay, Ao, ..., Ay, jsou jakékoliv formule vyrokové logiky.

Formuli F' vytvotime tak, Ze pro kazdé i, 1 < i < n, nahradime vSechny vyskyty vijrokové proménné
pi ve formuli F formuli (A;). Potom jestlize F je tautologie, pak také F' je tautologie.

o)

21
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.| HF Av-A A axiom

2| FA—-A A axiom

3. | AB+- A&B ZK zavedeni konjunkce

4. | A&B F Anebo A& B + B EK eliminace konjunkce

5.|/AF AvBneboB - AV B ZD zavedeni disjunkce

6. | AVB,-AF Bnebo AV B,-B F A | ED eliminace disjunkce

7.|B+FA—DB Z1 zavedeniimplikace

8. | A—-B/AF B EI eliminace implikace

9.|A—-B,B—-AF A& B ZE zavedeni ekvivalence
10. | A<~ B + A — Bnebo EE eliminace ekvivalence

A<BF B—=A

Tabulka 2.1: Dedukéni pravidla Systému pfirozené dedukce vyrokové logiky

Dukaz: Kazdé vyrokova proménnd p; mtiZze nabyvat hodnot z mnoziny {0, 1}, kazda formule A;
taktéz. Jestlize je F' tautologie, pak je pravdivéa pro jakékoliv ohodnoceni, tedy at’ za p; dosadime
cokoliv, vZdy po vyhodnoceni formule F' dostaneme hodnotu 1 (true).

Po dosazeni (A4;) za p; mtZeme totéZ tvrdit o F’ — at’ jsou formule A; jakkoliv interpretovany,

formule F’ je vzdy vyhodnocena s vysledkem 1 (true). -

I¥"|  Poznamka:

Vsimnéte si, Ze pfi nahrazovani vyrokovych proménnych formule A; zdvorkujeme. Neni to vzdy
nutné, ale méli bychom mit na paméti, Ze pro logické spojky plati podobné pravidlo, které zndme
z aritmetiky — vyhodnocovani zprava. U komutativnich logickych spojek neni problém, ale na-
pfiklad u implikace je téeba zajistit, aby vklddana formule A4; byla ve vysledné formuli F’ pod-
formuli.

Priklad 2.1

Vezméme formuli F' = X — (Y — X) anahrad'me vSechny vyskyty proménné X formulip — g¢.
Bez uzavorkovani ziskame formuli F' =p — ¢ — (Y — p — q).

Zatimco formule F je tautologie, formule F” tautologie neni, protoZe neni pravdiva pro ohod-
noceni v(Y') =0, v(p) =0, v(q) = 0.

Pfi pouziti uzavorkovani vytvotime formuli F”' = (p — ¢) — (Y — (p — q)). Tato formule je
jiz tautologie (ovétte). Formule (p — ¢) je podformuli formule F”.

£ Véta2.2 (Rozsifena véta o substituci)

Necht' F je formule vijrokové logiky, kterd obsahuje podformuli A. Ddle necht’ B je formule vijrokové
logiky ekvivalentni s formuli A.
Formuli F' vytvorime tak, Ze v F' nahradime podformuli A formuli B. JestliZe F je tautologie, pak i F’
je tautologie.

o)




KAPITOLA 2 SYSTEM PRIROZENE DEDUKCE 23

Diikaz: Formule A a B jsou ekvivalentni, tedy pfi vyhodnoceni s pouZitim stejné valuace davaji
stejné vysledky, proto jestlize F je tautologie, pak po zdméné B za A je také formule F” tautologi&

Zatimco Véta o substituci byla o tom, Ze mtiZeme libovolné dosazovat za vyrokové proménné,
Rozsitend véta o substituci ndm ¥k, Ze 1ze dosazovat nejen za proménné, ale také mtiZeme zame-
nit podformuli za jinou s ni ekvivalentni. Musime vsak vzdy dat pozor, aby 8lo opravdu o pod-

formuli.

Priklad 2.2

Vime, Ze plati ekvivalence (A — B) < (=B — —A). Kdy ji Ize pouzit podle Véty o rozsifené
substituci? Vezméme si nasledujici formule:

LEA=p—>q9&(r—mq —@(@-—r)
2. Fh=(p&—-q— —p)— (—pVq)
3. s=-(pVq) = p&k—q

V prvnim pfipadé mutizeme ekvivalenci upravit na (¢ — r) <> (-r — —¢), to muzeme diky
vété o substituci (zde pouze ,pfejmenovdvame” proménné), a dosadit do formule F;. Ziskdme
formuli F|{ = (p — ¢) &(¢ — r) — (p — r). Pivodni formule byla tautologie, po tpravé
jsme také ziskali tautologii (Kdo nevéfi, mtiZe si ovéfit napiiklad sémantickou tabulkou; ostatné,
nepfipomind to ndhodou tranzitivitu?).

V druhém ptipadé je sice ve formuli logickd spojka implikace a pfed i za ni najdeme negované
vyrokové proménné, ale pozor, nejednd se o podformuli! Implikace ma mezi logickymi spojkami
mensi prioritu neZ konjunkce (podobné jako napiiklad s¢itdni ma mensi prioritu nez nédsobeni
u aritmetickych operétorti), proto tprava formule F; na (p &p — ¢q) — (—p V q) by byla chybou.
Jak ptivodni, tak i upravena formule jsou sice tautologie, pfesto vsak jde o chybu.

Treti formule ze seznamu, F3, je tautologie. Opét si vSak mtiZeme vSimnout, Ze neni mozné
tuto formuli upravit podle ekvivalence uvedené na zacatku pfikladu — kdybychom formuli —(pV
q) — —p povazovali za podformuli a provedli bychom vyse nazna¢enou tpravu, ziskali bychom
formuli p — (p V q) & ¢, kterd neni s pavodni formuli ekvivalentni a neni to tautologie (pozor

na priority spojek).

Co z toho vyplyva? Nepodceriujme zdvorky a hojné je pouzivejme, spoléhdni na priority opera-
tortt muZe zplisobit nedorozumeéni nebo pfehlédnuti.

2.2 Formalni diikazy

Systém pfirozené dedukce je predpokladovy formalni systém, proto nejsme omezeni pouze na
piimé dtikazy. Zde definujeme nejdiiv zakladni typy dtikazd — pfimy a nepfimy, a pak se podi-
vame na jejich modifikace vyuzivajici hypotézy.
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221 Piimy a nepfimy diikaz

Primy dtikaz je postaven na tom, Ze je ddna mnoZina pfedpokladii a nasim tkolem je ovéfit, zda
z téchto predpokladii vyplyva zadand formule s tim, Ze tato formule (cil) bude poslednim bodem
diikazu (k ni cely diikaz smétuje). Dtlikaz je fadkovy, tedy posloupnost formuli (obvykle kazd4 na
jednom fadku, proto hovofime o fddkovém ditkazu), mezi nimiz plati pfedem urcené vztahy.

Definice 2.1 (Pfimy diikaz z pfedpokladi)
Pt¥imy dtikaz formule F' z danych pfedpokladd Py, Ps, . . ., P, je posloupnost formuli Ay, As, ..., A,
kde F' = A,, aprokazdéi € {1,...,m} plati pro A; néktera z téchto moznosti:

e A, e{P,..., P} (4. e to néktery z pfedpokladur),

¢ A;je axiom (dedukeni pravidlo bez predpokladi),

¢ A; vznikla pouzitim nékterého dedukéniho pravidla na pfedchozi ¢leny posloupnosti.

Primy diikaz formule F (tj. bez pfedpokladti) je definovan stejné, jen n = 0.

4| Véta2.3 (Véta o dedukci)
Necht' P a Z jsou formule. Pak plati ndsledujici vztah:

P+-7Z & +FP—Z (2.1)

o)

Dukaz: ProtoZe uz zname definici dtikazu, vytvofime diikaz ,uvniti” Systému pfirozené de-
dukce s vyuZitim této definice.

1) ,=": Pfedpokladame, Ze plati P = Z, chceme dokazat, Ze plati - P — Z.

L P Pfedpoklad V dtikazu je pouze pravidlo zavedeni
2. Z Odvozeno z piredpokladu implikace.
3. P—Z Z1(2)

2) ,«<": Predpokladejme, Ze plati P — Z a P, chceme odvodit Z.

LP—2Z Predpoklad 1 PouZijeme pravidlo eliminace implikace na
2. P Predpoklad 2 predchozi dva ¢leny dikazu.
3. Z EI(1,2)

|

I¥"|  Poznamka:

Pokud vétu o dedukci pouzijeme rekurzivné n-krat, ziskdme

Pl,PQ,...,Pn_l,Pn FZ s Pl,PQ,...,Pn_l [ Pn—>Z

Pl,Pg,...,Pn_l,Pnl—Z ~ |—P1—>(P2—>(Pn—>Z)) (22)
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Vsimnéte si uzavorkovani, které vzniklo pfi postupném uplatriovani véty. Kdybychom nékteré
zavorky zapomnéli, 8lo by o jinou formuli nez ptivodni, nebyla by to ekvivalentni Gprava.

V nasledujicich pfikladech najdeme véty, které budeme pouZivat v dalsich dtikazech podle Véty
o substituci. Jestlize se ndm podafi dokazat ekvivalenci mezi pfedpokladem a zavérem (tj. pro-
vedeme diikaz ,v obou smérech”), Ize takovyto vztah pouZit i podle Véty o rozsifené substituci.

Priklad 2.3

Dokézeme platnost vztahu A - B, B+ C, A + C

1. A> B Pl
2. B C P2
3. A P13
4. B EI(1,3)
5. C EI(2,4)

Podle véty o dedukci jsme tim dokazali také napiiklad vztahy

A—-B, B—-C +F A-C (2.3)
A—-B F (B—=C)—(A—=C0C) (2.4)

B—-C F (A—-B)—(A—-C) (2.5)

F (A=-B)—»(B—C)—=(A—0)) (2.6)

F (B—=C)—»(A—B)—(A—0)) (2.7)

A—-B, A F (B—>C)—=C (2.8)
B—-C,A + (A-B)—=C (2.9)
A+ (A-B)—»(B—=C)—C0C) (2.10)

A F (B-C)—=((A—=B)—0C) (2.11)

.....

pravidlo, jeho pouziti zna¢ime zkratkou TI.

&

Poznamka:

Véta o dedukci (str. 24) se ¢asto pouziva k tpravé formule, kterou chceme dokédzat — formuli

pomoci této véty rozdélime na pfedpoklady a zavér, ktery pak dokazujeme z pfedpokladii.
Dale vétu o dedukci pouZijeme, pokud chceme jiz dokdzanou formuli pouZit jako pomocné

pravidlo, nebo dokazané pravidlo jako logicky platnou formuli a také zafadit do dikazu.
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Priklad 2.4

Dokézeme platnost vztahu A, -4 + B.

1.4 Prl Ze sporné mnoziny vyplyva cokoliv, toto
2. A P2 pomocné pravidlo nazyvdme pravidlo
3. AVB ZD(1) sporné mnoZiny a zna¢ime SM.

4 B ED(2,3)

Definice 2.2 (Nepfimy dikaz)

Nepfimy dtikaz formule F' z pfedpokladil P, P, ..., P, je posloupnost formuli Ay, A, ..., Ay,
kde

prokazdéi € {1,...,n}je A; = P; (fj. nejdfiv do dikazu zafadime pfedpoklady),
An+1 = _'F/

pro kazdé i > (n + 1) pro A; plati néktera z téchto moznosti:

- A; e {P1,..., P} (4. je to néktery z predpokladtr),
- A; je axiom (dedukeni pravidlo bez pfedpokladi),
— A; vznikla pouZzitim nékt. dedukéniho pravidla na pfedchozi ¢leny posloupnosti,

A, = —A; pro nékteré j < m (spor).

Neprimy ditkaz formule F (tj. bez pfedpokladi) je definovéan stejné, jen n = 0 a prvnim ¢lenem
posloupnosti je negace formule F'.

Priklad 2.5
Dokazeme vétu =(AV B) — (A &—B).

Pouzijeme vétu o dedukci, tedy pfedpokladem pro nds bude ¢ast formule pfed implikaci.
Diikaz rozdélime do tfi ¢asti. Nejdiiv z pfedpokladu dokaZeme zavér —A, potom —B, a v tieti

¢asti vSe spojime pravidlem zavedeni konjunkce.

1. =(AV B) P11 (1.) =(AV B) Pi1l

2. A NZ (negace z4véru) 4. B NZ (negace zaveéru)

3. AVB ZD(2), spors 1. 5. AVB ZD(4), spors 1.
= —A = —-B

6. ~A Prl

7. =B P12

8. ~A&—-B ZK(6,7)
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1.
2.
3.
4.

Toto pomocné pravidlo budeme nazyvat
pravidlo kontrapozice, znac¢ime PK.

Priklad 2.6
Dokazeme platnost vztahu (A — -B) + (B — A)
-~A— -B Pil
B P12
-A NZ
-B EI(1,3), spor s 2.

1.

P¥iklad 2.7
Dokazeme platnost vztahu -——A4 + A.
-—A Pil
——A = (7A — -——A) VD na SM
—A = -—-A EI(1,2)
(mA— —-—=4) - (——A— A) VDnaPK
-—A— A EI(3,4)
A EI(1,5)

o W W N

Toto pomocné pravidlo nazyvame pra-
vidlo eliminace negace, zna¢ime EN.
Zkratka ,VD” znamenda ,Véta o de-
dukci”, ,,SM"” je pravidlo sporné mno-
Ziny.

Dale jiz budeme pfedpoklddat platnost pravidla eliminace negace, jeho diikazové kroky nemu-

sime uvadét v posloupnosti dtikazu.

Piiklad 2.8

Nepfimy dtikaz téhoZ vztahu s vyuZzitim pravidla kontrapozice (pfiklad na str. 27):

1. —A Pi1
2. -A NZ
3. A = -4 ZI(1)
4. A — ———A PK(3)
5. =(—=—A4) EI(2,4), spor s 1.
Piiklad 2.9
Dokazeme platnost vztahu A + ——A.
LA Pil Toto je pomocné pravidlo zavedeni negace,
2. —~(——A) NZ zna¢ime ZN. TaktéZ ho nemusime uvadét
3. A EN(2), spor s 1 v posloupnosti dikazu.

Dokézeme platnost vztahu A - B + —-B — —-A.

Piiklad 2.10
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L. A=B Pfl Toto je pomocné pravidlo transpozice, zna-
2. (—\—|A — —|—|B) ZN(l) ¢ime PT.
3. -B—-A PK(2)

"¥"|  Poznamka:

Dvojice pravidel ZN a EN (str. 27) urcuje ekvivalenci, a proto podle Rozsifené véty o substituci

S

(str. 22) 1ze tato pravidla pouZivat i ,uvnitf
PK (str. 27) a PT (str. 27).

formuli — na podformule. TotéZ plati pro pravidla

Priklad 2.11

Dokazeme platnost vztahu A & B + —(-AV —B)

1. A&B Pi1 .

2 AV B N7 ch)to pomocné prav1d¥o. nazyvamfz pravidlo
prevodu konjunkce na disjunkci, zna¢ime KD.

3. A EK(1)

4. B EK(1)

5. =B ED(2,3), spor s 4

Ukoly

1. DokaZte pfimym ditkazem v Systému pfirozené dedukce vétu

(p—q) &p) — ¢

2. Dokazte vétu
=9 &(@—=r)—=(p—r)

PouZijte Vétu o dedukci, postupujte pfimym diikazem.
3. DokaZte pfimym dikazem vztah

AVB F -A—B
Tento vztah nazyvame pravidlo prevodu disjunkce na implikaci a zna¢ime DI.
4. Dokazte pfimym diikazem vétu
P—=q) = g—=r)=>(—71)

Davejte pozor na uzdvorkovani. Tato véta se nazyva hypoteticky sylogismus — to, co 1ze od-
vodit ze zavéru, lze odvodit i z jeho pfedpokladu (resp. mnoZiny predpokladi).

5. Proved'te nepfimy dtikaz vztahu

A—B F —\(A&ﬁB)

Tento vztah nazyvame pravidlo prevodu implikace na konjunkci, znac¢ime IK.
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6. Proved'te nepiimy dikaz vztahu
A— B s -B F —-A

(bez pouziti Véty o dedukci). Jedna se o pravidlo Modus Tollens, zna¢ime MT.

2.2.2 Hypotézy

V systému pfirozené dedukce miZzeme s vyhodou pouzivat také hypotetické predpoklady — hy-
potézy. Dtilezité je si uvédomit, Ze platnost diisledku, ke kterému pomoci hypotézy dojdeme, je
podminéna platnosti této hypotézy.

Piima hypotéza. Mimo hlavni posloupnost ditkazu miiZe byt uvedena hypotéza H. Jestlize
na zakladé této hypotézy a predchozich ¢lenti posloupnosti diikazu 1ze odvodit formuli A, pak
formuli H — A miizeme pfipojit k hlavni posloupnosti dtikazu (j. k fadnému diikazu) jako vétu.

Priklad 2.12

Dokézeme platnost véty (p &g — 1) & q— ((p = ) V (¢ — 7)), pouZijeme dtikaz s hypotézou.

1. (p&q—r1)&q P11
2. p&q—r EK(1)
3. ¢q EK(1)
(@ p H1
(b) p&yq ZK(3,a)
() r EI(2,b)
4. p—r (@) — (o)
5. p—=r)V(g—r) ZD(4)

Jak vidime na pfikladu, s hypotézou pracujeme zdsadné mimo hlavni vétev dikazu (vytvofime
si pomocnou vétev znacenou tfeba pismeny misto &islic, ve které postupné odvodime zavér hy-
potézy), pak se opét vracime do hlavni vétve dikazu.

Na pravdivost ¢i platnost hypotézy neklademe Zddné pozadavky, miize dokonce jit i o kon-
tradikci. Vyslednd implikace je jiz samoziejmé formuli odvozenou z uvedenych pfedpokladi.

P