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Kapitola

Pojmy

1.1 Co uz bychom méli znat

Pred studiem nasledujiciho textu by ¢tenai mél zvladnout a pochopit u¢ivo piedmétu Logika
a logické programovani z bakalaiského stupné studijniho oboru Informatika a vypocetni
technika. Jde pfedevsim o znalost vyrokové a predikatové logiky, formalnich systémf a te-
orii (zdkladni pojmy a postupy, aplikace na Systému pfirozené dedukce), dale klauzularni
logiky, zdkladt programovéni v Prologu a principu odvozovéni v logickych programova-
cich jazycich.

Pfedevsim bychom méli mit jasno v pojmech formalni systém, logicky systém, korekt-
nost, tplnost, bezespornost, formule platna ve struktufe, splnitelnd ve struktufe, logicky
platna ¢i pravdiva.

1.2 Nové pojmy

Dale budeme pfedpokladat znalost vSech pojmf, se kterymi jsme se sezndmili ve skriptech
pro bakal&fské studium.

Dalsi pojmy:

Formule je rozhodnutelnd v daném formalnim systému, jestlize v tomto systému lze dokézat
bud’ tuto formuli nebo jeji negaci.

Formilni systém je rozhodnutelny, jestliZe jsou v ném rozhodnutelné vSechny dobie utvotfené
formule (utvofené nad jazykem systémuy).

Teorie vznika pfidanim specidlnich axiomt k nékterému formalnimu systému (napiiklad
Hilbertovskému, Gentzenovskému nebo Systému pfirozené dedukce) nad zvolenym
jazykem. Pojmy formalni systém, logicky axiom a specidlni axiom uz zname.

Formule F je teorémem v teorii T', jestlize je v této teorii dokazatelna.
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N

Teorie T je silnéjsi neZ teorie Ty, jestlize vSechny teorémy teorie 75 jsou dokazatelné v teorii
T1, ale ne naopak (tj. existuje alespori jeden teorém teorie 77, ktery neni dokazatelny
v teorii 13).

Teorie Th a T5 jsou ekvivalentni, pokud jsou stejné silné, tj. vSechny teorémy dokazatelné v T;
jsou dokazatelné i v 75 a naopak.

Prvek x je idempotentni vzhledem k operaci o, jestlize plati z o x = x (pfedpokladame, Ze ope-
race o je binarni).

Formalni systém (jakykoliv) je vlastné také teorii (s prazdnou mnoZzinou specialnich
axiom1i). Jako definici to ale chapat nebudeme, protoZe by vlastné slo o kruhovou definici
(teorie je definovdna na zédkladé formalniho systému, tedy nelze formalni systém definovat
s vyuzitim teorie).

Definice 1.1 (Diikaz formule v teorii) Diikaz formule F v teorii T je posloupnost formuli Ay, As,
..., Ay, kde A, = F a kazdy proek posloupnosti A;, 1 < n, je:

e logicky axiom nebo

* specidlni axiom teorie ¢i predpoklad nebo

e ovznikl uplatnénim nékterého dedukcniho i odvozovaciho pravidla teorie (podle typu systému,
nad kterym je teorie postavena).

To, Ze je formule F' dokazatelnd v teorii T, znacime T' + F.
Definice 1.2 (Model teorie) Model teorie T je struktura aplikovatelnd na tuto teorii.

Korektni definici nového pojmu ¢i oznaceni 1ze provést dvéma zptisoby:

1. definitoricky pomoci symbolii =4 (novy funktor ¢i funkce) nebo <4 (novy predikat
¢i relace)

2. pomoci specidlniho axiomu s vyuZitim ekvivalence.

Pfiklad 1.2.1
Pokud jiZ mame zaveden operator < (mensi neZ), lze zavést operator > (vétsi neZ) jednim
z téchto dvou zptisobi:

* polozime definitoricky =z >y &g y<z
e specidlni axiom VzVy (z >vy) < (y <x)

Oba zptisoby jsou mozné.

Déle mtiZeme napiiklad definovat mocnina(z) =4 x*x, pokud jejiZ zavedena operace
nésobeni. Vztah ostrého uspofddani na mnoziné ptirozenych ¢isel s operaci s¢itdni miiZzeme
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definovat takto:
r<y g IExt+z=y)

Vztah nerovnosti definujeme takto:
r#y g ~(@=y)

Leva strana definice (to, co definujeme) se nazyva definiens, prava strana definice (obsahuje
to, cojizbylo dfive definovano) se nazyva definiend. Existuji také tzv. rekurzivni definice, kde
nové definovany symbol ¢i pojem se nachazii v definiendu, ale stejné jako u programovani,
i zde je nutné myslet na zastaveni rekurze. V definici, ktera neni rekurzivni, se definovany
symbol ¢i pojem nachazi pouze v levé ¢asti definice (definiens). Aby definice byla korektni,
musi spliiovat tyto néleZitosti:

¢ Definovany symbol se v teorii dosud nevyskytoval.

¢ Definiens obsahuje pouze to, co definujeme, definiend pouze to, co uz je definovano
(s vyjimkou rekurzivnich definic).

¢ Pokud se v definici vyskytuje volna proménné, pak musi byt v definiensu i definiendu.

Ukoly
Predpokladejme, Ze je na mnoZiné M definovan vztah ostré nerovnosti < a vztah rovnosti
=. S vyuzitim téchto vztaht definujte vztah < obéma zptlisoby — definitoricky i pomoci
specidlniho axiomu.




Kapitola

Budovani teorii

N 2

V této kapitole si pfedstavime nékolik nejbéZnéjsich algebraickych teorii.

2.1 Teorie rovnosti

Na teorii rovnosti stavi vétsSina dalSich teorii, kterym se budeme dale vénovat, proto se na
ni podivame nejdfiv. Tuto teorii postavime na nékterém formalnim systému predikéatové
logiky — je celkem jedno, kterém, mtze to byt Hilbertovsky systém, Systém pfirozené
dedukce nebo kterykoliv dalsi, o kterém vime, Ze je korektni a Gplny nad predikatovou
logikou. Vezméme tedy jako zaklad jazyk predikatové logiky a dale axiomy a dedukéni ¢i
odvozovaci pravidla vybraného systému.

V dal$im textu budeme pouzivat specidlni binarni predikdtovy symbol pro rovnost (=),
pro lepsi pfehlednost jej budeme zapisovat v infixovém tvaru, ktery je v matematice bézny.
Potiebujeme tyto specialni axiomy:

SARIL: | Va(x = z) axiom reflexivity rovnosti

SAR2: VxVy((x =y)— (y==2x) axiom symetrie rovnosti

SARS3: VmVsz((:n =y &y=z) — (x= z)) axiom tranzitivity rovnosti

Tabulka 2.1: Specialni axiomy teorie rovnosti

Relace interpretujici predikadtovy symbol rovnosti tedy musi byt reflexivni (kazda entita
se rovnd sama sob€, axiom SAR1), symetricki (obdoba vlastnosti komutativity, kterou zndme
napfiiklad u séitani ¢isel, axiom SAR?2) a tranzitivni (axiom SAR3).

Modelii této teorie je pomérné hodné. Jako univerzum diskurzu lze pouZit nejriiznéjsi
mnoziny Cisel (celd ¢isla, raciondlni atd.), ale také mnozinu matic nebo témét ¢ehokoliv

jiného. Pokud si za univerzum zvolime mnoZzinu celych ¢isel, pak ziskame algebraickou

4



2.2 TEORIE USPORADANTI 5

strukturu (Z, =), jejiz nosnou mnoZinou! je mnoZina celych &isel. Model (struktura) pro tento
pfipad by byl (Z,{=,...},{...}) (dalsi relace a pfipadné funkce bychom doplnili podle
potieby).

Pokud jako univerzum zvolime mnoZinu mnoZin (typicky potenéni mnozinu nékteré
mnoziny), pak uZ nehovofime o rovnosti, ale o ekvivalenci. Pro pfipomenuti — co je to
poten¢ni mnozina?

Pfiklad 2.1.1
Pokud napiiklad M = {a, b, c}, tak poten¢ni mnozina P (M) mnoziny M je

P(M) = {0.{a}, {8}, {c}. {a. b}, {a,c}, {b,c}. {a,bic} |

Ted uz vime, Ze potenéni mnoZina dané mnoziny je mnoZina vSech moZnych podmnoZzin
této mnoziny. Je zfejmé, Ze potenni mnoZzina nekone¢né mnoZiny je také nekonecnd. Kromeé
oznadeni P(M) se také mlizeme setkat s oznacenim 2, které je odvozeno z oznaceni funkce
pro pocet prvki poten¢ni mnoziny.

O relaci ekvivalence (mnozin, formuli, apod.) vime, Ze také musi spliiovat vlastnost re-
flexivity, symetrie a tranzitivity, a tedy s ni mtzeme zachazet stejné jako s rovnosti, proto
dal$im moZznym modelem nasi teorie mtze byt (P(M),{<,...},{...}), kde M je néktera
mnozina (napiiklad celych ¢isel). Dvé podmnoziny mnoziny M jsou ekvivalentni praveé
tehdy a jen tehdy, se shoduji ve svych prvcich.

U ekvivalence (ale i u jinych denotaci relace rovnosti) bychom si méli davat pozor na
to, Ze ekvivalence jesté neznamena identitu. Napfiklad u relace ekvivalence definované na
mnoziné formuli se béZné setkdvame s tim, Ze dvé ekvivalentni formule nejsou identickeé.

2 yd

2.2 Teorie uspofadani

2.2.1 Teorie ostrého linearniho uspofadani

V dal$im textu budeme pouZzivat specialni binarni predikatové symboly pro rovnost (=)
a nerovnost (<), opét je budeme zapisovat v infixovém tvaru. Pfedpokladejme jiZ existenci
specidlnich axiomi rovnosti (SAR1 az SAR3). Navic potifebujeme tyto specidlni axiomy:

Piiklad 2.2.1
Je ztejmé, Ze pokud bychom chtéli tuto teorii rozsifit i na raciondlni ¢isla (a pfipadné dalsi
nadmnoZziny), pottebovali bychom jesté jeden axiom:

SAUS: VxVy<(a: <y) — 32<($ <z)&(z< y)))

'Vimnéte si, Ze co se v algebfe nazyva nosnou mnozinou, to je pro nas obvykle univerzem diskurzu.
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SAU1: Va:Vy((a: <y)—(y< x)) axiom antisymetrie nerovnosti
SAU2: VxVsz((x <Y &y<z) —(x< z)) axiom tranzitivity nerovnosti
SAU3: | VzIy(x < y) ke kazdému prvku existuje vétsi
SAU4: | Va3y(y < x) i mensi prvek

) linedrni usporadani (trichotomické,
SAUS: V:ch((:c =y)VE<y Vi< m)) kazdé dva prvky jsou porovnatelné)
SAUG6: V:UVsz((x =y &r<z)—(y< z)) vztah mezi rovnosti a nerovnosti
SAU7: Va:Vsz((x =y &(z<z)—(2< y))

Tabulka 2.2: Specidlni axiomy teorie ostrého tipIného linedrniho usporadani

Jako univerzum diskurzu bychom tedy mohli pouZit pfedevsim zvolenou mnozinu
¢isel (celych, ptipadné racionalnich).

Vsechny specialni axiomy z tabulky 2.2 spliiuje nap¥iklad algebraicka struktura (Z, <),
kde vyuzijeme strukturu pro interpretaci S = (Z, {=, <, ...}, {...}) (univerzum je mnozina
celych &isel, jsou definovany relace rovnosti a ostré nerovnosti, funkce néds zatim nezajimayji).
Tato struktura je tedy jednim z modelti teorie vybudované z danych specialnich axiomi.

P¥iklad 2.2.2
V tvahu muZe pfipadat jesté dalsi axiom:
SAU9: dnVz(n < x)
Napftiklad pokud jako nosnou mnozinu (pro nés univerzum diskurzu) pouZijeme mnozinu
pfirozenych ¢isel bez nuly, coz predstavuje algebraickou strukturu (N, <), neni splnén
speciadlni axiom SAU4, ale naopak lze pouZit specidlni axiom SAUY (existuje nejmensi
prvek). Axiom existence nejmensiho prvku se ¢asto pouZziva zaroven s axiomem linedrniho
uspofadani (i kdyz to neni nutné).

existence nejmensiho prvku (minima)

Tedy jestliZe teorii upravime odebranim axiomu SAU4 a pfidanim axiomu SAU9, mo-
delem je napiiklad struktura pro interpretaci (N, {=, <,...}, {...}).

Priklad 2.2.3
Modelem teorie ostrého uspofddéani (axiomy SAU1 a SAU2) je také nasledujici struktura:
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(P(M), {&,C}{...}) {a,b,c}

kde M je nékterd (predpokladejme neprazdnd) mnoZina.
Usporadani vlastni inkluzi C neni linearni, existuji i ne-

porovnatelné mnoziny. Pokud napiiklad vezmeme M = {a,b} {a,c} {b, ¢}

{a,b, c}, tak sice napiiklad {a} C {a,b}, ale mnoziny {a}

a {b, c} nejsou porovnatelné. I >< >< I
Usporadani (kone¢nych) potencnich mnozin inkluzije {4} {b} {c}

moZné znazornit tzv. Hasseovym diagramem,? ktery vidime

vpravo. V Hasseové diagramu jsou porovnatelné mnoziny \ I /

na stejné cesté v orientovaném grafu. Jak vidime, v nasem 0

pfipadé jsou se vSemi ostatnimi mnoZinami porovnatelné
pouze prazdnad mnoZina a samotnd mnoZzina M, pro kteroukoliv z ostatnich mnoZin lze
najit alespori jednu mnoZinu, se kterou neni porovnatelna.

Ukoly
Naznacte Hasseiv diagram linearniho uspofadani mnoZiny pfirozenych ¢isel N relaci <.
Vytvoifte Hassetiv diagram pro jeji podmnozinu {3,4, 5, 6}. Jak tedy vypada Hasseliv dia-
gram mnoziny s dplnym linedrnim uspofddénim?

2.2.2 Teorie ¢astecného (neostrého) usporadani

Pro binarni relaci ¢astecného usporadani (a také pro pfislusny predikat) obvykle pouzi-
vame symbol ,<”. Dand mnoZina s touto relaci je ¢aste¢né uspotfddand, pokud splriuje
vlastnost reflexivity, antisymetrie a tranzitivity tak jak je naznaceno v tabulce 2.3. Je tfeba
mit k dispozici také axiomy pro rovnost (v tabulce 2.1 na strané 4).

SAO1: | Vz(x < z) axiom reflexivity
SAO2: | VaVy <(:U <y &y<z)— (= y)) axiom antisymetrie
SAQO3: VmVsz((:c <y &(y<z)— (z< z)) axiom tranzitivity

Tabulka 2.3: Specialni axiomy teorie neostrého (¢astecného) usporddani

2Hassetiv diagram slouzi ke znazornéni vztahu mezi prvky uréeného danou relaci, u které se neptedpoklada
vlastnost komutativity (relace uspofddani nebyvaji komutativni). Proto se obvykle pouZiva pravé ke znazor-
novani relaci uspofadéani. Pokud jsou prvky z a y v dané relaci (v tomto pofadi), pak v Hasseové diagramu
vede orientovand hrana od z k y. Pokud se jedné o neostré uspofadani, je kazdy prvek porovnatelny sam se
sebou, ale ,,smycky” v tom p¥ipadé do diagramu kreslit nebudeme. Autorem principu je némecky matematik
Helmut Hasse.
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Podle konkrétnich pozadavkt bychom mohli pfidat dalsi axiomy, jak jsme to udélali
v piipadé ostrého uspofddani. VSimnéte si odliSnosti v definovani ostrého a neostrého
uspofadani — vlastnost reflexivity je pouze u neostrého usporadani, axiom antisymetrie je
definovan jinak a pouze tranzitivita je pojata stejné.

U neostrého uspofadani jsme , mlcky” pfedpokladali, Ze relace ,,<” je definovana tak,
jak je v matematice obvykle chdpéna, ale nemusi tomu byt tak vzdy. Také neni nutné, aby
nosnou mnozinou (univerzem) byla mnoZina ¢isel, napiiklad uspofddanim na mnoZiné
mnoZin by mohl byt vztah ,je podmnoZinou”.

Piiklad 2.2.4
Pfirozenym modelem, ktery nds hned napadne, je napiiklad struktura (Z, {=, <},{...}),
dokonce zde muZeme pfidat axiom linedrniho usporadéani.

Naproti tomu, predikat < mtizeme interpretovat jinou relaci. Ozna¢me x|y vztahem
délitelnosti (z déli y), definujeme je takto:
zly g (y=x-2)
(samoziejmé bychom méli mit pfedem definovano nésobeni ¢isel, tento operator by byl
v mnoziné funkci). Ve struktute (Z, {=, |}, {:,...}) stanovme
D(<) = |
(to znamen, Ze predikat < bude nyni interpretovan relaci délitelnosti). Jde sice také o uspo-
fadani, protoZe napiiklad 8 by bylo ,mensi” nez 16 (zapisujeme 8|16), ale néktera ¢isla jsou
neporovnatelnd — napfiklad neplati 4|5 ani 5|4. Pfesto jde o model této teorie, protoze je

Z Xz

splnéna vlastnost reflexivity (kazdé ¢islo je délitelné samo sebou), antisymetrie (pokud jsou
dvé ¢isla délitelna sebou navzajem, jde o totéz ¢islo) a tranzitivity (napiiklad 2|6 a 6/12, tedy
2|12).

Z toho je ziejmé, Ze axiomy SAO1 az SAO3 nezarucuji tplnost ani linearitu uspofadéni.

Podobné jako u ostrého usporadani, i u ¢aste¢ného uspotfddani 1ze najit model, jehoZ uni-
verzum je mnozina mnozin a predikat ¢aste¢né nerovnosti je denotovan relaci ¢aste¢né
inkluze C.

Ukoly
1. Vezméme relaci C na poten¢ni mnoziné P (M) mnoziny M = {a,b}. O jakou teorii
jde, které ze specidlnich axiom® uvedenych v pfedchozim textu splituje (je jejich
modelem)? Nakreslete Hassetiv diagram mnoziny P (M) uspofadané relaci C.
2. V piikladu 2.2.4 je definovana relace usporadani vztahem délitelnosti. Nakreslete
Hasseuv diagram mnoziny {1, 2, 3,4, 5, 6} uspofadané vztahem délitelnosti. V§imnéte
si, jak je v diagramu opticky rozpoznatelny vztah nesoudélnosti (naptiklad ¢isla 2 a 3
jsou nesoudélna).
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2.3 Teorie grup a okruhti

2.3.1 Teorie grup

Rozséhlé pole pro ptiklady teorii se nabizi v algebie. Podivdme se na zavedeni teorie grup.

Z algebry vime, Ze grupa je definovdna nad danou nosnou mnoZinou (to pro nas bude
univerzum diskurzu) s pouZzitim nékteré operace nad touto mnoZzinou (tuto operaci oznacime
pro jednoduchost jako bindrni funkci f, kterou si mizeme predstavit napiiklad jako s¢itani
celych ¢isel). Tuto funkci umistime do mnoziny funkci ve stuktufe pro interpretaci.

Grupa je tedy algebraickd struktura nad danou mnoZinou a operaci, kteréd je asociativni,
existuje v ni neutrdlni prvek a ke kazdému prvku existuje k nému inverzni prvek. Tyto
vlastnosti zapiSeme nésledujicimi specidlnimi axiomy:

SAGI1: | VaVyVz (f (x, f(y, z)) = f(f(;v, Y), z)) asociativita operace f

SAG2: | JeVz (f (e,z) =1f(z,e) = w) existence neutralniho prvku

SAG3: | VxIy ((f(x, y) = e) & (f(y, x) = e)), ke kazdému prvku existuje jeho

kde e je neutralni prvek grupy inverzni prvek

Tabulka 2.4: Specidlni axiomy teorie grup

Jak vidime, pouzivime zde predikat rovnosti, proto tyto tfi specidlni axiomy taktéz
doplnime o axiomy SAR1, SAR2 a SAR3 definované v pfedchozim textu o teorii rovnosti.

Pokud budeme chtit definovat komutativni (Abelovu) grupu, potfebujeme jesté speci-
alni axiom komutativity SAG4:

SAG4: Va:Vy( fla,y) = f(y,:v))

P¥iklad 2.3.1
V komutativni grupé 1ze axiom SAG3 zjednodusit na

VaIy (f(az, y) = e) (2.1)

Staci si uvédomit, Ze v komutativni grupé plati f(x,y) = f(y,x) pro jakékoliv z,y, to
znamena, ze

Vwa(f(x,y) —e = f(y,a) = e> 2.2)
a tedy z platnosti formule (2.1) plyne platnost formule SAG3 (ptivodniho specidlniho axi-
omu pro existenci neutrdlniho prvku) Vz3y ( (f (z,y) = e) & (f (y,z) = e) > .

V komutativni grupé Ize tedy axiom SAG3 z tabulky 2.4 nahradit vy3e uvedenou formuli
(2.1) za pfedpokladu, Ze formule (2.1) neni ve sporu s ostatnimi axiomy (neni ve sporu, coz
si 1ze jednoduse ovéfit — uz vime, jak).




2.3 TEORIE GRUP A OKRUHU 10

Ptiklad 2.3.2
Nyni zalezi na tom, jak vybereme nosnou mnozinu (tedy univerzum diskurzu) a operaci f.
Podivdme se na nékteré moznosti stanoveni univerza a operace (jinymi slovy, modely):

1. 81 = (Z,{=},{+}) (univerzum diskurzu je mnozina celych ¢isel, ddle mame relaci
pro predikat rovnosti, v mnoziné funkci je operator pro s¢itani celych ¢isel)
Sy = (N,{=},{+}) (univerzum je mnozina pfirozenych ¢isel bez nuly)

Z,{=},{*}) (vmnoZziné funkcije operator pro nasobeni celych ¢isel)

G BN

Sz = (
Sy = (R,{=},{*}) (univerzum je mnozina realnych cisel)
S5 = (

R~ {0},{=},{*}) (univerzum je mnozina realnych cisel bez nuly)

Pomoci struktury S; a specidlnich axiomt SAR1-3 a SAG1-4 miizeme vytvofit komutativni
grupu (Z, +), coz je aditivni komutativni grupa celych &isel.

Oproti tomu struktura S, vytvaii pouze komutativni aditivni pologrupu (N, +), protoze
v nosné mnoziné (univerzu) neexistuje neutralni prvek (kromé axiomu pro rovnost zde lze

pouzit pouze axiom SAG1 a déle SAG4).

Struktura S3 umoznuje vytvotit komutativni multiplikativni monoid (Z, ), z axiomu
pro grupy lze pouzit SAGI (asociativni), SAG2 (existence neutralniho prvku) a SAG4 (je
komutativni). Inverzni prvky vzhledem k nasobeni existuji jen pro dva prvky (které?), tedy
axiom SAG3 nelze pouZit.

Struktury Sy a S5 jsou podobné — prvni ur¢uje komutativni multiplikativni monoid
(R, %), druha komutativni multiplikativni grupu (R \ {0}, ). V ¢em je rozdil? U obou
existuje neutrdlni prvek (1), ale pouze v druhém pfipadé existuje ke kazdému prvku nosné
mnoziny (univerza) inverzni prvek (k nule neexistuje, protoze — jak dobfe vime — nulou
nelze délit). Odlisuji se tedy v jednom jediném axiomu, SAG3.

Piiklad 2.3.3
Zatimco na ¢iselnych mnoZinach obvykle zavadime aritmetické operatory (pro scitani,
nasobeni apod.), na mnozinach mnozin P(M) vyuZijeme operace priiniku a sjednoceni.
Opét jde o binarni funktory, které interpretujeme vhodnymi funkcemi ze struktury. Pro
nékterou (neprazdnou) mnozinu M vytvofime strukturu (P(M), {<, C},{U,N}).

Jak priinik, tak i sjednoceni spliuji vlastnost asociativity (axiom SAG1), existence neut-
ralniho prvku (pro prinik je to nosnd mnoZzina M poten¢ni mnoZiny, obdoba ,jednicky”
u nasobeni, pro sjednoceni je neutrdlnim prvkem prédzdnd mnoZzina podobné jako nula
u s¢itani; axiom SAG2) a komutativity (axiom SAG4). Pouze k jednomu prvku vsak exis-
tuje inverzni prvek vzhledem ke sjednoceni, a podobné je tomu i u prianiku.

Proto uvedena struktura je pouze modelem teorie postavené na specialnich axiomech
SAG1, SAG2, SAG4 a axiomech rovnosti SAR1-3. Z algebraického hlediska jsou (P(M), U)
a (P(M),N) komutativni monoidy.




2.3 TEORIE GRUP A OKRUHU 11

2.3.2 Teorie okruhtu

V pfedchozim textu jsme méli vZdy jen jednu operaci (v mnoZiné funkci struktury pro
interpretaci), podivdme se na strukturu kombinujici dvé operace.

Z algebry vime, Ze okruh je algebraicka struktura se dvéma binarnimi operacemi (A, f, g),
kde

e (A,f)je komutativni grupa,
* (4.g)je pologrupa,
* operace f a g nad nosnou mnoZinou A spliiuji vlastnost distributivity.

Formulujeme tyto pozadavky pomoci specidlnich axiomt, z nichZ nékteré si vypuj¢ime
z pfedchoziho textu, jsou v tabulce 2.5.

SARL: | Vz(z =x) reflexivita rovnosti
SAR2: VxVy((x =y) — (y =2x) symetrie rovnosti
SAR3: V:chVz((x =y &y=2) — (x= z)) tranzitivita rovnosti
SAGly: | VaVyvz (f (1:, f(y, z)) = f(f(x,y), z)) asociativita operace f
SAGl,: | VaVyVz <g (:c, g(y, z)) =g (g(a:, Y), z)) asociativita operace g
SAG2y: | deVx <f(e, x) =1f(x,e) = x) neutralni prvek
SAG3y: | Vady ((f(x, y) = e) & (f(y, x) = e)), inverzni prvky
kde e je neutrdlni prvek grupy
SAG4;: | VaVy ( flx,y) = f(y, ;v)) komutativita
VxVyV2< g(x,f(y,Z)) = f<g(w,y),g(x,z)> &
SAD: distributivita
& g(f(y, 2), a?) = f<g(y7 x),8(2, x)))
Tabulka 2.5: Specidlni axiomy teorie okruhii
P¥iklad 2.3.4

Pokud pfi interpretaci pouzijeme strukturu S = (Z, {=}, {+, *}), kde v denotaci ptifadime
funktortm funkce D(f) = +, D(g) = *, ziskdme okruh (Z, +, ). Opravdu plati, ze (Z, +)
je komutativni grupa a (Z, ) je pologrupa (operace nasobeni je na oboru celych ¢isel
asociativni), a plati také zédkon distributivity:

Va:Vsz((x*(y—i—z):x*y—i—x*z) & ((y+z)*x:y*x+z+x)>
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Proto vySe uvedena struktura S je modelem dané teorie.

Protoze (Z, ) je komutativni algebraicka struktura, bylo by mozné axiom distributivity
formulovat jednoduseji. Jak?

Ukoly
Vezméme interpretacni strukturu (R \ {0}, {=, <}, {+, *}). Urcete specidlni axiomy teorie,
jejimZ je modelem. Jedna se o okruh?

2.4 Teorie svazu

241 Supremum a infimum

Teorii svazti (svaz je anglicky lattice) postavime na teorii ¢aste¢ného uspotddani, navic defi-
nujeme nékolik novych pojmt. Pfedpoklddejme tedy, Ze mnoZina M je ¢aste¢né usporadana
relaci <, tedy je splnéna vlastnost (specialni axiom) reflexivity, antisymetrie a tranzitivity
¢aste¢ného usporadani SAO1, SAO2 a SAO3 (tabulka 2.3 na strané 7). TaktéZz predpokla-
dejme existenci specidlnich axiomfi reflexivity, symetrie a tranzitivity rovnosti.

Na mnoziné M zavedeme binarni relaci pfislusnosti €, ktera je definovéna tak, jak ji
zname z matematiky (staci si pfedstavit mnoZinu a vycet jejich prvka).

Ozna¢me P(M) potenéni mnozinu mnoziny M, tj. mnozinu vsech jejich podmnozin.
O co se jedn4, mame vysvétleno uz na strané 5, vime, Ze jde o mnozinu vSech podmnoZin
mnoziny M.
Na mnoziné P (M) zavedeme predikat ostrého uspotadani inkluze C, ziskdme uspotadanou
strukturu mnozin (P (M), C). Strukturu pro interpretaci véetné komentaie najdeme v pfi-
kladu 2.2.3 na strané 6 i se zdtivodnénim, pro¢ se nejedna o tiplné usporadani. PouZijeme
specialni axiomy pro ostré usporadani z pfedchoziho textu SAU1 a SAU2, a také axiomy
pro rovnost (SAR1 az SAR3).

Dale na této mnoziné zavedeme binarni funktory priniku a sjednoceni mnoZin, inter-
pretované vhodnymi funkcemi ze struktury tak, jak je v matematice bézné.

Definice 2.1 (Supremum a infimum) Vezméme nékterou mnoZinu A C M. Vime, Ze A €
P(M) (vsimnéte si odlisného symbolu v zdpisu — jednd se o podmnozinu mnoZiny M, ale pr-
vek mnozZiny P(M)).

Supremum mnoZiny A v mnoziné M je prvek s s ndsledujicimi vlastnostmi:

supy(A) =s o4 (seM) (2.3)
& V;U((;U €A —(x< s)) (2.4)
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& Vs/((s/ c M) &vy((y €A)—(y< s’)) — (s < s’)> (2.5)
Infimum mnoZiny A v mnoZiné M je prvek i s ndsledujicimi vlastnostmi:

infM(A) =1 < df (Z S M) (26)
& Vm((m €A) (i< x)) 2.7)

& Vi'((i’ e M) &vy((y €A — (i < y)) — (i’ < i)) (2.8)

Pokud jsou mnoZiny A a M ekvivalentni & dokonce se shoduji, nent tfeba psit spodni index u funkce
suprema a infima, tedy napviklad misto infy; (M) Ize psdt pouze inf(M ). Nosnou mnoZinu také
nenf tieba psit, pokud je zfejmd, predem zndma.

Slovné: supremum mnoziny je jeji nejmensi horni ohraniceni (zédvora), infimum mnoziny
je jeji nejvétsi spodni ohraniceni.

Rozeberme si tuto definici. Supremum s mnoZiny A v M je pfedevsim prvkem mno-
ziny M. VSimnéte si, Ze vlastné viilbec nemusi jit o prvek mnoziny A, to si ukdZeme na
pfikladech. Dale na fadku (2.4) je prvek s oznacen za horni ohrani¢eni mnoziny A, tedy
kterykoliv prvek mnoZiny A je mensi nebo roven prvku s. Na poslednim fadku (2.5) je
urceno, Ze supremum je nejmensi horni ohraniceni (tj. je mensi nebo roven jakémukoliv
jinému hornimu ohraniceni, zde oznacovanému jako s’). VSimnéte si, Ze pro s’ je zde prak-
ticky stejné definovana vlastnost , je hornim ohrani¢enim” jako pro s na pfedchozich dvou
fadcich definice.

S infimem je to podobné. Jedné se o prvek mnoziny M, ktery je spodnim ohrani¢enim
mnoziny A — podle fadku (2.7), a to nejvétsim spodnim ohrani¢enim — podle fadku (2.8).

Piiklad 2.4.1
Podivame se na supremum a infimum mnoziny pfirozenych cisel (bereme piirozena &isla
bez nuly):

inf(N) =1
sup(N) neexistuje

Vezméme mnoZinu redlnych ¢isel R a jeji podmnoZiny, které jsou uréeny intervalem:

o Ay =(25,...,30.1)

mfR(A ) = 25, supg(41) = 30.1
. = (25,...,30.1)

1nfR(A ) = 25 suppr(A2) = 30.1
o A= (25,...,30.1)

infr(As ) = 25, supg(As3) = 30.1
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Pro pfipomenuti: ostrd zdvorka znamen4, Ze hrani¢ni prvek uvedeny u této zavorky také
patfi do intervalu, kulata zavorka znamen4, Ze dany hrani¢ni prvek uz do intervalu nepatfi.

Ve vSech tfech pfipadech je supremem mnozin A, A; a Az v mnoziné R prvek 30.1,
jejich infimem je prvek 25, tfebaZze supremum mnozZiny A; do této mnoziny nepatti, do
mnoziny Az dokonce nepatfi jeji supremum ani infimum.

Pokud M = {a,b,c} a P(M) je uspofddana vyse ur¢enou relaci inkluze C, tak
inf(P(M)) =10
sup(P(M)) = {a, b, c}

Piiklad 2.4.2
Supremum a infimum Ize definovat nejen pro (obecné) mnoziny, ale i pro dvojici prvki:

VxVy((x <y) — (sup{z,y} =y & inf{z,y} = ::;))
Pokud jsou tyto dva prvky neporovnatelné, jejich supremum a infimum bud’ neexistuje,
a nebo je to néktery z prvki odlisnych od z, y.

JestliZe jsou prvky univerza mnoZiny (tj. pracujeme s potenéni mnoZinou a pouzivame
operace sjednoceni a priiniku mnozin), pak Ize supremum a infimum mnozin A, B C P(M)
definovat nasledovné:
sup{A,B} = AUB
inf{A,B}=ANB

I:Ikoly
1. Vezméme mnozinu ¢isel M = {1,2,3,4,5,6} a na definujme uspofddéni < vztahem
délitelnosti:
Ty g Ty

Hassetiv diagram uspofadané struktury (M, <) jste uz kreslili (v tikolu 2 na strané 8),
tedy podle tohoto diagramu urcete

inf{1,2} = sup{1,2} =
inf{2,3} = sup{2,3} =
inf{2,4} = sup{2,4} =
inf{5,6} = sup{5,6} =

2. Analyzujte uspotfadéni < z pfedchoziho tkolu - zjistéte, zda je reflexivni, antisymet-
rické a tranzitivni (tj. které specialni axiomy teorie ¢aste¢ného usporadani spliuje).
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2.4.2 Svazy

Definice 2.2 (Svaz) Necht'(M, <) je ddstecné usporddand mnoZina. Potom M je nosnou mnoZinou
svazu, jeslize VxVy v mnoZiné M

* Jsup{z,y}
e Jinf{x,y}

(kazdé dva proky maji své supremum a infimum, jingmi slovy — jsou porovnatelné). Na svazu jsou
definovdny operace priiseku a spojeni ndsledovné:

* priisek: x Ny =g inf{z,y}
* spojent: xVy =g sup{z,y}

Trojice (M, A, V) tvofi svaz.

Vsimnéte si, Ze je sice vyZadovéana existence infima a suprema pro kazdou dvojici prvkt
znosné mnoziny, ale neni stanoveno, ¢emu konkrétné se infimum a supremum maji rovnat.
Pokud jsou dva dané prvky porovnatelné, pak je zfejmé, Ze supremum je vétsi z nich
a infimum ten mensi, dokonce 1ze dokazat nésledujici tvrzeni:

Vavy (a <y) < (supfa,y} = y) < (inf{,y} = ) 2.9)

Operace priiseku a spojeni bylo mozZné vyse uvedenym zptisobem definovat, protoZe se
jedna o bindrni operace na dané mnoZiné (to znamena, Ze pro jakoukoliv dvojici prvkii z nosné
mnoziny existuje jejich priasek a spojeni, protoze pro né vzdy existuje infimum a supre-
mum).

Pokusme se svaz ur¢it pomoci specidlnich axiomi. ProtoZe mnoZina M mé byt ¢astecné
usporadand, potfebujeme specidlni axiomy pro rovnost a ¢astecné usporadani. Dale je tteba
formulovat specidlni axiomy pro existenci suprema a infima. Operace priiseku a spojeni
jsou pouze zdleZitosti struktury (modelu), ve specidlnich axiomech se neobjevi. Mnozinu
specidlnich axiom teorie svazti najdeme v tabulce 2.6.

Pfiklad 2.4.3
Binarni operace je idempotentni, pokud vzhledem k ni jsou vSechny prvky nosné mnoziny
idempotentni. Zjistime, jestli tuto vlastnost maji operace priiseku a spojeni.

Vime, Ze plati
VaVy (z <y) < (sup{z,y} =y) < (inf{z,y} = z)
Pokud pouzijeme substituci {z/y}, tj. za y dosadime z, ziskdme:

Ve (z<z)< (sup{z,z} =2z) < (inf{z, 2} = x)
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SARIL: | Vz(x = z) axiom reflexivity rovnosti
SAR2: | VaVy <(90 =y)— (y= m)) axiom symetrie rovnosti
SARS3: VxVsz((:c =y &y=2) — (= z)) axiom tranzitivity rovnosti

SAOL1: | Vz(x < x) axiom reflexivity nerovnosti

SAQO2: | VaVy <(x <y &(y<z)—(z= y)) axiom antisymetrie nerovnosti

SAQ3: V:nVsz((x <Y &y<z) —(z< z)) axiom tranzitivity nerovnosti

SAS1: | VaVyds(s = sup{z,y}) existence suprema
SAS2: | VaVyJi(i = inf{x, y}) existence infima

Tabulka 2.6: Specidlni axiomy teorie svazti

Relace < je reflexivni, proto je podformule x < x interpretovdna hodnotou true. Z toho
vyplyvéa, ze hodnotou true jsou interpretovany i formule sup{z,z} = z a inf{z, 2} = z.

Protoze x AN« = inf{x,z} = x a2 V2 = sup{z, z} = z, jsou operace priiseku a spojeni
idempotentni.

Piiklad 2.4.4
Pokud jsou dva prvky svazu neporovnatelné, infimum a supremum presto mohou existovat
(respektive — museji, jinak by neslo o svaz).

Vezméme si napiiklad mnozinu M = {0,1} a sestrojme alge- {0,1}
braickou strukturu (P(M), C). Vpravo je Hasseliv diagram této
uspofadané mnoziny. Jedna se o svaz? Vidime, Ze prvky {0} a / \
{1} jsou neporovnatelné, ale plati: {0} {1}

Pro supremum plati, ze {0} C {0,1}a {1} C {0, 1} (tedy nalezeny

prvekje hornim ohrani¢enim) a zarovern se jedné o nejmensi horni

ohraniceni (ostatné, je to jediné horni ohraniceni, tedy nemusime ve zkoumani suprema
pokracovat). S infimem je to podobné — prazdna mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny,
je tedy spodnim ohrani¢enim, a zaroveri je to jediné (tudiZ i nejmensi) spodni ohraniceni.

in ({0}, {1}} = 0
sup{{0}, {1}} = {0.1} \ /
0

Supremum a infimum existuje pro jakoukoliv dvojici prvkti mnoziny P (M), proto se
jedna o svaz.
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2.4.3 Vlastnosti svazovych operaci

U albegraickych operaci béZné pracujeme s vlastnostmi asociativity, komutativity, distribu-
tivity a dalsimi. Podivdme se, zda operace priiseku a spojeni ve svazu maji tyto vlastnosti
také.

Piiklad 2.4.5
To, Ze jsou operace priseku a spojeni reflexivni, vyplyva pifimo z jejich definice (protoZze
jsou definovany na zakladeé relace ¢aste¢ného uspofadani, kterd je reflexivni). Také vlastnost
komutativity je splnéna (opét to vyplyva z definice infima a suprema dvou prvki nosné
mnoziny).

Zajima nas, zda tyto operace spliiuji nékteré dalsi vlastnosti, které zname u bindrnich
operaci, napiiklad vlastnost asociativity.

Chceme zjistit, zda plati VzVyVz = A (y A z). Polozme

e vy =xA(yAz)=inf{x,inf{y, z}}
e vy = (zAy)Az)=inf {inf{x,y}, z}

Posloupnost ditkazu je nasledujici:

1. vy = inf {z,inf{y, 2}} Prl
2. vg = inf {inf{z, y}, z} Pi2
3. (v1 <) & (v1 <inf{y,z}) (zbodul a definice infima)
4. vy <z EK(3)
5. v1 < inf{y, z} EK(3)
6. (v1 <y)&(v1 <2) (zbodu 5 a definice infima)
7. v1 <y EK(6)
8. v1 <z EK(6)
9. v < inf{z,y} (zbodt1 4 a 7, a definice infima)
10. vy <inf {inf{z,y}, z} (zbodt1 8 a9, a definice infima)

v1 < v
Dokazali jsme, Ze v1 < vy, zbyva dokédzat i opacny vztah:

11. (ve < inf{x,y}) & (v2 < 2) (zbodu 2 a definice infima)

12. ve < inf{z,y} EK(11)
13. vp < 2z EK(11)
14. (va < x) & (v2 <) (z bodu 12 a definice infima)
15. vy < x EK(14)
16. vy <y EK(14)

17. vy < inf{y, z} (z bodt1 13 a 16, a definice infima)
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18. vy <inf {z,inf{y,z}} (zbodt 15 a 17, a definice infima)
v2 S U1
19. v = v SA02(10,18)
V poslednim bodé jsme pouZili specialni axiom antisymetrie ¢aste¢ného usporadani. Doké-
zali jsme, Ze leva strana se rovna pravé, a tedy operace priiseku je asociativni. Pro operaci
spojeni by byl dtikaz podobny, jen bychom vyuZili vztah této operace k supremu.

Piiklad 2.4.6
Ve svazu méme dvé operace — prisek a spojeni. Zjistime, jestli spliiuji zidkony absorpce.
Zakony absorpce pro priisek a spojeni mtizeme formulovat takto:
VaVy zV (yAzx)==z (2.10)
VaVy xzA(yVze) ==z (2.11)
DokaZme prvni uvedeny vztah — (2.10). Pro zkraceni predpokladejme, Ze jsme 2x pouZili

pravidlo eliminace univerzalniho kvantifikdtoru, budeme tedy dokazovat z V (y A ) = x.
Ozna¢me z = (y A x) = inf{y, z}.

1. z = inf{y, x} Predpoklad
2. z<zx (zbodu 1 a definice infima)
3. sup{z,z} == (zbodu 2 a definice suprema)

Posledni bod diikazu jiz 1ze zapsat ve formé x = sup {z, inf{y,z}} = 2V (y A x), coZje véta,
kterou jsme dokazovali.
Véta (2.11) se dokazuje podobné.

J

Dosud jsme provadéli (nebo jsme méli za tikol provést) diikazy zvlast'pro prisek a zvlast
pro spojeni. Prisek a spojeni ve svazu vSak maji jednu zajimavou vlastnost —jsou navzajem
dudlni. Svaz S1 = (M, A, V) definujeme na uspofadané algebraické struktufe (M, <), ale
pokud vezmeme algebraickou strukturu (M, >), ziskdme svaz Sy = (M, V, A), ktery je ke
svazu S1 dudlni — zaménili jsme operace spojeni a praseku. Diky tomu neni nutné tutéz
vlastnost dokazovat pro obé operace, staci pro jednu. Ale z cviénych diivoda budeme (i ve
formé tukolt) dikazy provadét pro obé operace, i kdyZz to neni nutné.

U dvojice operaci 1ze kromé absorpce provéfit také vlastnost distributivity. Ovsem ve
svazu distributivita neplati obecné, tento vztah plati pouze v tzv. distributivnich svazech.

Definice 2.3 (Distributivni svaz) Svaz S = (M, A, V) je distributivni, pokud spliiuje tuto vlast-
nost:
VaVyVz A (yVz)=(xAy)V(zAz) (2.12)
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Vlastnost distributivity mtiZeme oznacit za specidlni axiom SAD, ale mé&me na paméti, Ze
tento axiom patii pouze do teorii distributivnich svaz, ne do teorii (obecnych) svazi.

Je ziejmé, Ze v distributivnim svazu plati i vztah podobny pfedchozimu, v némz zameé-
nime operace priiseku a spojeni.

Piiklad 2.4.7
Existuji svazy, které nejsou distributivni?

Na obrazku vpravo vidime svaz nad pétiprvkovou mnoZinou
s naznacenym uspoifadanim. Prvky a, b, c jsou vSechny navzajem
neporovnatelné, ale jejich infimum je prvek 0 a jejich supremum je

1
prvek 1. Pro kaZzdou dvojici prvki existuje infimum a supremum, @ b c
0

je to tedy svaz.
Zjistime, jestli v tomto svazu plati vztah distributivity.

aV(bAc)=aVv0=a

(avb)AN(aVe)=1A1=1

aN(bVe)=aNl=a

(anb)V(anc)=0Vv0=0

Vztah distributivity (specidlni axiom SAD) neplati, proto se nejedné o distributivni svaz.
Z principu duality svazovych operaci vyplyva, Ze bychom nemuseli po¢itat vSechny ¢étyti
rovnice, staci prvni dvé nebo posledni dvé.

Ukoly

1. Dokazte, Ze operace spojeni ve svazu je asociativni (podobny diikaz pro prisek méte
v pfikladu 2.4.5).

2. DokaZte vétu (2.11) o absorpci z piikladu 2.4.6.
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