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Slezská univerzita v Opavě
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1.5 Vlastnosti Hilbertovského systému predikátové logiky . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Kapitola 1
Hilbertovský axiomatický systém

Tato kapitola pojednává o jednom z axiomatických formálnı́ch systémů, Hilbertovském axiomatickém sys-

tému. Jeho autorem je významný matematik z přelomu 19. a 20. stoletı́, David Hilbert. Hilbert se sice

narodil v Rusku (v Kaliningradu), ale pracoval předevšı́m v Německu, kde také vznikla většina jeho pracı́.

Hilbertovský axiomatický systém byl vytvořen spı́še pro použitı́ v algebře a disciplı́nách z nı́ odvozených

přesto byl po dlouhou dobu jednı́m z nejznámějšı́ch a nejpoužı́vanějšı́ch axiomatických systémů své doby.

Dodnes je známá Hilbertovská axiomatika geometrie.

V Hilbertovském axiomatickém systému provádı́me pouze přı́mé důkazy, proto zde najdeme pouze

definici (přı́mého) důkazu (přı́p. důkazu z předpokladů). Důsledkem tohoto faktu a také toho, že máme

pouze jediné odvozovacı́ pravidlo, je, že konstrukce důkazů je náročnějšı́ a delšı́ než u Systému přirozené

dedukce. Proto se zde mnohem vı́ce použı́vajı́ pomocná odvozovacı́ pravidla, z nichž některá budou také

dokázána.

Stejně jako u předchozı́ kapitoly, i zde se nejdřı́v budeme věnovat systému založeném na jazyce výrokové

logiky, a pak teprve definujeme také Hilbertovský axiomatický systém predikátové logiky. Podı́váme se také

na alternativnı́ definici důkazu, která je pro vytvářenı́ některých teoriı́ výhodnějšı́.

1.1 Hilbertovský axiomatický systém výrokové logiky

Jazyk Hilbertovského axiomatického systému výrokové logiky přejı́máme z výrokové logiky,

kromě spojek konjunkce a disjunkce (z logických spojek použı́váme pouze negaci a implikaci),

značı́me ho LH.

Logické axiomy jsou tři, jsou uvedeny v tabulce 1.1 na str. 1.

1. ⊢ A → (B → A) A1

2. ⊢ (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) A2

3. ⊢ (¬B → ¬A) → (A → B) A3

Tabulka 1.1: Axiomy Hilbertovského axiomatického systému výrokové logiky

Odvozovacı́ pravidlo je pouze jedno, nazývá se Modus Ponens (MP):

A → B, A ⊢ B (1.1)

1



2 KAPITOLA 1 HILBERTOVSKÝ AXIOMATICKÝ SYSTÉM

Definice 1.1 Důkaz formule F z předpokladů P1, P2, . . . , Pn je konečná posloupnost formulı́ A1,A2, . . . ,

Am jazyka LH, kde F = Am a pro každé i ∈ {1, . . . ,m} platı́ pro Ai některá z těchto možnostı́:

• Ai ∈ {P1, . . . , Pn} (tj. je to některý z předpokladů),

• Ai je logický axiom,

• Ai vznikla použitı́m odvozovacı́ho pravidla Modus Ponens na některé dva předchozı́ členy posloup-

nosti.

Důkaz formule F (tj. bez předpokladů) je definován stejně, jen n = 0.

Přı́klad 1.1

Dokažte platnost věty A → A. Tuto větu budeme nazývat věta o implikaci a budeme značit VI.

1. P → ((P → P ) → P )) A1 [A = P ,

B = P → P ]

2. (P → ((P → P )→ P ))→ ((P → (P → P ))→ (P → P )) A2 [A = P ,

B = P → P ,

C = P ]

3. (P → (P → P ))→ (P → P ) MP(1,2)

4. P → (P → P )) A1 [A = P ,

B = P ]

5. P → P MP(3,4)

Věta 1.1 (Věta o dedukci)

P1, P2, . . . , Pn−1, Pn ⊢ Z ⇔ P1, P2, . . . , Pn−1 ⊢ Pn → Z (1.2)

Důkaz:

„⇐“: Předpokládejme, že platı́ P1, P2, . . . , Pn−1 ⊢ Pn → Z. Pak pro tento vztah existuje důkazová

posloupnost A1,A2, . . . ,Am, kde Am = Pn → Z. Důkaz výsledného vztahu vytvořı́me přidánı́m

několika členů na konec této posloupnosti:

1. A1

. . .

m − 2. Am−2

m − 1. Am−1

m. Pn → Z

m + 1. Pn předpoklad

m + 2. Z MP(m,m + 1)

„⇒“: Jestliže P1, P2, . . . , Pn−1, Pn ⊢ Z, potom existuje důkaz formule Z z předpokladů P1, P2, . . . ,

Pn−1, Pn. Tı́mto důkazem je nějaká posloupnost A1,A2, . . . ,Am, kde Z = Am. Důkaz provedeme

matematickou indukcı́ podle délky posloupnosti důkazu (budeme postupovat od prvnı́ho členu

posloupnosti krokem indukce až k poslednı́mu) a dokážeme, že pravdivost všech členů této

posloupnosti je podmı́něna platnostı́ Pn.

Báze indukce: Prvnı́ člen důkazu A1 je bud’ logický axiom nebo jeden z předpokladů Pi pro

i ∈ {1, . . . , n − 1} nebo samotná formule Pn. Pokud je to Pn, stačı́ dokázat větu Pn → Pn, což

bylo učiněno výše (viz str. 2). Jestliže je to logický axiom nebo jiný předpoklad, pak je důkaz
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následujı́cı́:

1. A1 axiom nebo předpoklad

2. A1 → (Pn → A1) A1

3. Pn → A1 MP(1,2)

Předpoklad indukce: Necht’věta platı́ pro všechny členy posloupnosti až po k-tý člen, tedy všechny

členy posloupnosti až ke k-tému mohou být podmı́něny formulı́ Pn.

Krok indukce: Formule Ak+1 je bud’ logickým axiomem, nebo některým předpokladem (včetně

předpokladu Pn), nebo vznikla uplatněnı́m pravidla Modus Ponens na některé dva předchozı́

členy posloupnosti. Budeme řešit pouze tento poslednı́ přı́pad, protože předchozı́ se řešı́ stejně

jako v bázi indukce.

Necht’ tedy formule Ak+1 vznikla uplatněnı́m MP na některé dva předchozı́ členy posloup-

nosti. Označme tyto členy Ai a Aj , i ≠ j, kde Aj = (Ai → Ak+1). Protože i, j ≤ k, pro formule Ai

a Aj je věta již dokázána, tedy ji na ně uplatnı́me a vzniklé formule použijeme jako prvnı́ členy

důkazu:

1. Pn → Ai Př1

2. Pn → (Ai → Ak+1) Př2

3. (Pn → (Ai → Ak+1))→ ((Pn → Ai)→ (Pn → Ak+1)) A2

4. (Pn → Ai)→ (Pn → Ak+1) MP(2,3)

5. Pn → Ak+1 MP(1,4)

◻

Poznámka: Stejně jako v Systému přirozené dedukce (viz skripta předmětu Logika a logické

programovánı́), pokud větu o dedukci použijeme rekurzı́vně n-krát, dostaneme ekvivalenci

P1, P2, . . . , Pn−1, Pn ⊢ Z ⇔ ⊢ P1 → (P2 → . . . (Pn → Z) . . . ) (1.3)

Přı́klad 1.2

Dokažte platnost vztahu B ⊢ A → B

1. B Př1

2. B → (A → B) A1

3. A → B MP(2,4)

Tento vztah je ekvivalentem pravidla ZI v Sys-

tému přirozené dedukce. Budeme ho nazývat po-

mocné odvozovacı́ pravidlo oslabenı́, značı́me PO.

Přı́klad 1.3

Dokažte platnost vztahu A → B, B → C ⊢ A → C

1. A → B Př1

2. B → C Př2

3. (B → C)→ (A → (B → C)) A1 [A = (B → C), B = A]

4. A → (B → C) MP(2,3)

5. (A → (B → C))→ ((A → B)→ (A → C)) A2

6. (A → B)→ (A → C) MP(4,5)

7. A → C MP(1,6)
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Tento vztah je pomocné odvozovacı́ pravidlo tranzitivity implikace, značı́me TI. Pokud na toto pravidlo

uplatnı́me větu o dedukci, máme také dokázánu platnost několika formulı́, napřı́klad

⊢ (A → B)→ ((B → C)→ (A → C)).

Přı́klad 1.4

Dokažte platnost vztahu ¬A → ¬B ⊢ B → A

Důkaz lze provést prostým uplatněnı́m věty o dedukci na axiom A3. Tento vztah nazýváme

pomocné odvozovacı́ pravidlo kontrapozice, značı́me K.

Přı́klad 1.5

Dokažte platnost vztahu ¬¬P ⊢ P . Jde o pomocné odvozovacı́ pravidlo eliminace negace, značı́me

EN.

1. ¬¬P Př1

2. ¬¬P → (¬¬¬¬P → ¬¬P ) A1

3. ¬¬¬¬P → ¬¬P MP(1,2)

4. (¬¬¬¬P → ¬¬P )→ (¬P → ¬¬¬P ) A3

5. ¬P → ¬¬¬P MP(3,4)

6. ¬¬P → P K(5)

7. P MP(1,6)

Přı́klad 1.6

Dokažte platnost vztahu P ⊢ ¬¬P .

1. P Př1

2. ¬¬¬P → ¬P VD na pravidlo EN

3. P → ¬¬P K(2)

4. ¬¬P MP(1,3)

Tento vztah nazýváme pomocné odvozovacı́

pravidlo zavedenı́ negace, značı́me ZN.

Přı́klad 1.7

Dokažte platnost vztahu A, ¬A ⊢ B

1. A Př1

2. ¬A Př2

3. ¬A → (¬B → ¬A) A1

4. ¬B → ¬A MP(2,3)

5. A → B K(4)

6. B MP(1,5)

Tento vztah budeme nazývat obdobně jako

v Systému přirozené dedukce, pomocné odvo-

zovacı́ pravidlo sporné množiny, značı́me SM.
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Přı́klad 1.8

Dokažte platnost vztahu P, ¬Q ⊢ ¬(P → Q)

1. P Př1

2. ¬Q Př2

3. P → ((P → Q)→ Q) VD na MP

4. (P → Q)→ Q MP(1,3)

5. ¬Q → ¬(P → Q) ZN+K(4)

6. ¬(P → Q) MP(2,5)

Věta 1.2 (Lemma o neutrálnı́ formuli)

A → B, ¬A → B ⊢ B (1.4)

Důkaz: Pokud platı́ věty v předpokladech, musı́ existovat jejich důkazy:

C1,C2, . . . ,Cu−1,Cu, kde Cu = A → B,

D1,D2, . . . ,Dr−1,Dr, kde Dr = ¬A → B.

Formule A je interpretována jako true (a) nebo false (b). V prvnı́m přı́padě přidáme k prvnı́mu

důkazu formuli A, která je v tomto ohodnocenı́ splnitelná (interpretována jako true), v druhém

přı́padě přidáme k druhému důkazu formuli ¬A.

(a) I(A) = true: důkazová posloupnost bude vypadat takto:

C1,C2, . . . ,Cu−1,A → B,A,B (uplatnı́me pravidlo MP na A → B,A, dostaneme formuli B).

(b) I(A) = false: důkazová posloupnost bude vypadat takto:

D1,D2, . . . ,Dr−1,Dr = ¬A → B,¬A,B.

Můžeme si dovolit rozdělit důkaz na dva přı́pady podle toho, ve kterých ohodnocenı́ch je či nenı́

splnitelná, protože splnitelnost předpokladů podmiňuje splnitelnost závěru (stačı́ zjistit, zda je

závěr splnitelný v ohodnocenı́ch, ve kterých jsou splnitelné předpoklady). ◻

Poznámka: Tato věta je obdobou stejně pojmenovaného lemmatu pro Systém přirozené dedukce,

také ji lze chápat jako „Jestliže lze formuli dokázat z některého předpokladu i jeho negace, můžeme

z množiny předpokladů odstranit tento předpoklad i jeho negaci.“

1.2 Vlastnosti Hilbertovského systému výrokové logiky

Stejně jako u Systému přirozené dedukce, i zde pro důkaz úplnosti potřebujeme dvě pomocné

věty. Prvnı́ z nich, Lemma o neutrálnı́ formuli, jsme již dokázali na str. 5, druhá je následujı́cı́:

Lemma 1.3 Necht’F je formule obsahujı́cı́ právě výrokové proměnné p1, p2, . . . , pn. Ve zvolené valuaci v

označme:
F ′ = F , pokud I(F, v) = 1,

F ′ = ¬F , pokud I(F, v) = 0

p′i = pi, pokud v(pi) = 1,

p′i = ¬pi, pokud v(pi) = 0 pro každé i ∈ {1, . . . , n}

Pak platı́

p′
1
, p′
2
, . . . , p′n ⊢ F ′ (1.5)
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Důkaz: Důkaz provedeme matematickou indukcı́ podle složitosti formule, bude hodně podobný

důkazu obdobné věty pro Systém přirozené dedukce.

Báze indukce: F = p (0 logických spojek)

p′ ⊢ p′ platı́, protože jde o větu o implikaci ( ⊢ A → A) s uplatněnou větou o dedukci.

Předpoklad indukce: předpokládejme, že věta platı́ pro formule B, C o složitosti nejvýše k:

p′
1
, p′
2
, . . . , p′n ⊢ B′

p′
1
, p′
2
, . . . , p′n ⊢ C′

Krok indukce: dokážeme, že věta platı́ pro formuli F hloubky k + 1.

a) F = ¬B, B je formule o složitosti k

Máme dokázat, že platı́ p′
1
, p′
2
, . . . , p′n ⊢ (¬B)′. Protože platı́ předpoklad indukce, doka-

zujeme B′ ⊢ (¬B)′.

Jsou dvě možnosti:

1) I(B) = 0 ⇒ dokazujeme ¬B ⊢ ¬B, což je opět věta o implikaci,

2) I(B) = 1 ⇒ dokazujeme B ⊢ ¬¬B, to je dokázáno na str. 4 jako pravidlo zavedenı́

negace.

b) F = B → C, B,C jsou formule složitosti nejvýše k. Pak pro jednotlivé valuace dokazujeme:

B C B → C dokazujeme (B′,C′ ⊢ A′):

0 0 1 ¬B,¬C ⊢ B → C

0 1 1 ¬B,C ⊢ B → C

1 0 0 B,¬C ⊢ ¬(B → C)

1 1 1 B,C ⊢ B → C

1©

2©

3©

4©

Tabulka 1.2: Určenı́ tvrzenı́, která je třeba dokázat

1©, 2©: Dokazujeme ¬B ⊢ B → C, neboli ¬B,B ⊢ C (podle věty o dedukci)

⇒ dokázáno, pravidlo sporné množiny (viz str. 4).

3©: Tento vztah je dokázán na str. 5 jako věta P, ¬Q ⊢ ¬(P → Q).

4©: Jedná se o uplatněnı́ věty o dedukci na prvnı́ axiom ve tvaru

C → (B → C).

Protože v Hilbertovském axiomatickém systému VL nepoužı́váme žádné dalšı́ spojky (resp. je

možné tyto spojky dodefinovat pomocı́ negace a implikace), je důkaz hotov. ◻

Korektnost a úplnost Hilbertovského systému výrokové logiky jsou shrnuty v následujı́cı́ větě:

Věta 1.4 (Postova věta) Formule dokazatelné v Hilbertovském axiomatickém systému výrokové logiky

jsou právě logicky platné formule, tedy pro každou formuli výrokové logiky platı́

⊢ A ⇔ ⊧ A (1.6)

Důkaz:

„⇒“ – korektnost

Je třeba dokázat korektnost logických axiomů a odvozovacı́ho pravidla MP, a potom korekt-

nost konstrukce důkazu (tedy definice důkazu).



1.2 VLASTNOSTI HILBERTOVSKÉHO SYSTÉMU VÝROKOVÉ LOGIKY 7

⊢ A → (B → A)

A B B → A A → (B → A)

0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 1 1

1 1 1 1

A → B,A ⊢ B

A B A → B A B

0 0 1 0 0

0 1 1 0 1

1 0 0 1 0

1 1 1 1 1

Tabulka 1.3: Sémantické tabulky pro prvnı́ axiom a odvozovacı́ pravidlo MP

Korektnost logických axiomů a odvozovacı́ho pravidla můžeme stejně jako v Systému přiro-

zené dedukce dokázat sémantickými tabulkami, napřı́klad pro prvnı́ axiom a odvozovacı́ pravidlo

jsou tabulky v tab. 1.3.

Tyto tabulky je potřeba vytvořit i pro axiomy A2 a A3, to necháme na čtenáři.

Logický axiom je korektnı́, pokud jsou v poslednı́m sloupci pouze hodnoty 1 (true), u odvo-

zovacı́ho pravidla (přı́p. u odvozovacı́ch pravidel) stačı́, když jsou v poslednı́m sloupci hodnoty

1 na řádcı́ch odpovı́dajı́cı́ch valuacı́m, ve kterých jsou splnitelné předpoklady (v přı́padě Modus

Ponens je to poslednı́ řádek), odvozovacı́ pravidlo tedy zachovává splnitelnost.

Korektnost konstrukce důkazu dokážeme matematickou indukcı́ podle pořadı́ členů v po-

sloupnosti důkazu. Dokazujeme korektnost posloupnosti důkazu

A1,A2, . . . ,An podle definice na str. 1.

Báze indukce: Prvnı́ člen posloupnosti důkazu je podle definice bud’ logický axiom nebo předpo-

klad. Pokud je to logický axiom, jeho korektnost jsme již dokázali, předpoklad pouze omezuje

nutnost splnitelnosti závěru pro daná ohodnocenı́.

Předpoklad indukce: Necht’ je důkaz korektnı́ až ke k-tému členu, tedy až po formuli Ak. To zna-

mená, že všechny formule Ai pro i ≤ k jsou bud’ logicky platné nebo alespoň splnitelné ve všech

ohodnocenı́ch, ve kterých je splnitelná množina až dosud v posloupnosti uvedených předpo-

kladů.

Krok indukce: Formule Ak+1 je podle definice důkazu bud’ logický axiom nebo předpoklad nebo

vznikla z předchozı́ch členů posloupnosti uplatněnı́m pravidla MP. Prvnı́ dvě možnosti jsou

řešeny stejně jako v bázi indukce, pro třetı́ možnost předpokládejme, že Ak+1 byla odvozena

pravidlem MP z i-tého a j-tého členu posloupnosti, kde i, j ≤ k, i ≠ j, tedy pro oba tyto členy

dokazovaný vztah již platı́. Korektnost pravidla MP již byla dokázána, proto i formule Ak+1 je

splnitelná ve všech ohodnocenı́ch, ve kterých je splnitelná množina až dosud v posloupnosti

uvedených předpokladů.

Krok indukce budeme uplatňovat postupně na všechny členy důkazu až k poslednı́mu, kterým

je dokazovaná věta.

„⇐“ – úplnost

Předpokládejme, že formule A je logicky platná. pak podle vztahu na str. 5 platı́

p′
1
, p′
2
, . . . , p′n ⊢ A

Potom platı́ zároveň tyto věty:

p1, p
′
2
, . . . , p′n ⊢ A

¬p′
1
, p′
2
, . . . , p′n ⊢ A

Podle lemmatu o neutrálnı́ formuli (viz str. 5) pak platı́

p′
2
, . . . , p′n ⊢ A
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Toto provedeme postupně pro všechny výrokové proměnné, které se ve formuli A vyskytujı́,

důsledkem je pak dokazatelnost formule A v Hilbertovském systému. ◻

Věta 1.5 (Bezespornost systému) Hilbertovský axiomatický systém výrokové logiky je bezesporný.

Důkaz: Důkaz povedeme sporem.

Kdyby byl tento systém sporný, pak by v něm pro některou formuli A byla dokazatelná A

i ¬A. Podle Postovy věty by pak platilo ⊧ A i ⊧ ¬A, což nenı́ možné. Tedy Hilbertovský systém

výrokové logiky je bezesporný. ◻

Věta 1.6 (Minimálnost systému) Hilbertovský axiomatický systém výrokové logiky je minimálnı́.

Důkaz: (nástin) Množina M bude obsahovat axiomy A1, A2 a A3 a dále formuli

A → ((A → B)→ B)),

která je uplatněnı́m věty o dedukci na pravidlo Modus Ponens.

Jeden prvek množiny, nazvěme ho P , znegujeme (tedy formuli P nahradı́me v množině jejı́

negacı́ ¬P ) a zjistı́me, zda je takto upravená množina formulı́ nesplnitelná. Pokud ano, znamená

to, že formule P je odvoditelná z ostatnı́ch formulı́ množiny M (odvozená formule P je ve sporu

s přidanou formulı́ ¬P ) a je tedy nadbytečná. Nesplnitelnost zjišt’ujeme metodami sémantické

analýzy.

Tento krok provedeme postupně pro všechny formule v množině M. Když ani jedna z upra-

vených množin formulı́ nenı́ nesplnitelná, pak je systém minimálnı́. ◻

Poznámka: Při použı́vánı́ axiomatického systému obvykle stačı́, aby byla minimálnı́ množina

axiomů. Pak se minimálnost může dokazovat „uvnitř systému“ tak, že v množině axiomů je-

den nahradı́me jeho negacı́, a pak odvozujeme formálnı́ teorii1 pomocı́ odvozovacı́ch pravidel.

Pokud dojdeme ke sporu, nahrazovaný axiom je nadbytečný a můžeme ho vyřadit (protože je

odvoditelný z ostatnı́ch axiomů a pravidel).

1.3 Alternativnı́ konstrukce důkazu

Definice 1.2 Důkaz formule F z dokazatelných formulı́ je konečná posloupnost formulı́ A1, A2, . . . ,Am

dokazatelných v Hilbertovském axiomatickém systému výrokové logiky, kde F = Am a pro každé i ∈

{1, . . . ,m} platı́ pro Ai některá z těchto možnostı́:

• Ai je logický axiom,

• Ai je věta (pravidlo) Hilbertovského axiomatického systému výrokové logiky,

• Ai vznikla použitı́m věty o dedukci na některý předchozı́ člen posloupnosti,

• Ai vznikla použitı́m odvozovacı́ho pravidla Modus Ponens na některé dva předchozı́ členy posloup-

nosti.

1Formálnı́ teorie je teorie budovaná bez speciálnı́ch axiomů, tedy pouze nad formálnı́m systémem. Je to množina všech

vět dokazatelných v tomto formálnı́m systému, tedy včetně jeho axiomů.
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Pod pojmem formule dokazatelná v Hilbertovském systému výrokové logiky zde budeme chápat

vztah P1, P2, . . . , Pn ⊢ F , tedy nejen samotnou formuli, ale i předpoklady určujı́cı́ jejı́ splnitelnost.

Na každém řádku musı́ být právě jeden symbol dokazatelnosti ⊢ . Pokud použijeme kterékoliv

pravidlo na předchozı́ členy posloupnosti důkazu, včetně pomocných (kromě věty o dedukci),

musı́me do množiny takto vytvořené formule zařadit předpoklady všech formulı́, na které jsme

pravidlo použili.

V tomto typu důkazu se s výhodou použı́vá věta o dedukci, což si ukážeme na následujı́cı́m

přı́kladu (je to důkaz pomocného odvozovacı́ho pravidla tranzitivity implikace).

Přı́klad 1.9

Dokažte platnost vztahu A → B, B → C ⊢ A → C (viz str. 3, pomocné odvozovacı́ pravidlo

tranzitivity implikace TI)

1. ⊢ (B → C)→ (A → (B → C)) A1

2. B → C ⊢ → A → (B → C) VD(1)

3. ⊢ (A → (B → C))→ ((A → B)→ (A → C)) A2

4. B → C ⊢ (A → B)→ (A → C) MP(2,3)

5. A → B,B → C ⊢ A → C VD(4)

Přı́klad 1.10

Tentýž vztah můžeme dokázat také jinak, pouze s pomocı́ již dokázané formule P ⊢ P , věty

o dedukci a pravidla Modus Ponens:

1. A → B ⊢ A → B dokázaná formule

2. B → C ⊢ B → C dokázaná formule

3. A → B,A ⊢ B VD(1)

4. A → B,A,B → C ⊢ C MP(2,3)

5. A → B,B → C ⊢ A → C VD(4)

Přı́klad 1.11

Dokažte platnost vztahu U ⊢ B ⇒ U ,A ⊢ B (viz str. 3, pomocné odvozovacı́ pravidlo oslabenı́

PO)
Prvnı́ možnost:

1. U ⊢ B Př1

2. ⊢ B → (A → B) A1

3. U ⊢ A → B MP(1,2)

4. U ,A ⊢ B VD(3)

Druhá možnost:

1. U ⊢ B Př1

2. ⊢ B → (A → B) A1

3. U ⊢ A → B MP(1,2)

4. A ⊢ A dokázaná formule

5. U ,A ⊢ B MP(3,4)

Věta 1.7 Ke každému důkazu formule z dokazatelných formulı́ existuje ekvivalentnı́ důkaz z předpokladů.

Důkaz: Důkaz provedeme matematickou indukcı́.
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Báze indukce: Prvnı́m členem posloupnosti je bud’ logický axiom, nebo předpoklad nebo již doká-

zaná věta (pravidlo). Logický axiom je dokazatelný (sám ze sebe), také pro každou dokázanou

větu existuje důkaz z předpokladů, uvedenı́ této věty je pouze zkrácenı́m celého důkazu. Před-

poklady stejně jako u důkazu z předpokladů pouze omezujı́ množinu valuacı́, ve kterých musı́

být výsledná formule splnitelná.

Předpoklad indukce: Předpokládejme, že věta platı́ až ke k-tému členu posloupnosti důkazu z do-

kazatelných formulı́.

Krok indukce: Pro k + 1-nı́ člen této posloupnosti platı́ jedna z těchto možnostı́:

• je to logický axiom, předpoklad nebo již dokázaná věta. Zde postupujeme jako u báze

indukce.

• tato formule vznikla uplatněnı́m věty o dedukci na některý předchozı́ člen posloupnosti.

Korektnost použitı́ věty o dedukci vyplývá z důkazu této věty a z Postovy věty (z dokaza-

telné formule vznikne uplatněnı́m VD opět dokazatelná formule).

• formule vznikla uplatněnı́m pravidla Modus Ponens na některé předchozı́ dva členy po-

sloupnosti. Protože MP zachovává splnitelnost, platı́: jestližeU1 ⊢ A → B a zároveňU2 ⊢ A,

pak také U1 ∪U2 ⊢ B (sjednocenı́ množin předpokladů omezı́ množinu valuacı́, ve kterých

musı́ být B splnitelná, na pouze ty valuace, ve kterých jsou splnitelné všechny předpoklady

z obou množin). ◻

Tı́m je dokázána korektnost tohoto typu důkazu, tedy pokud je jeho použitı́ pro danou formuli

výhodnějšı́, můžeme ho volně použı́t.

1.4 Hilbertovský axiomatický systém predikátové logiky

Jazyk Hilbertovského axiomatického systému predikátové logiky přejı́máme z predikátové logiky

prvnı́ho řádu, kromě spojek konjunkce a disjunkce a existenčnı́ho kvantifikátoru (existenčnı́

kvantifikátor lze definovat pomocı́ obecného kvantifikátoru a negace), značı́me ho LH1 .

Logických axiomů je pět. Prvnı́ tři přejı́máme z Hilbertovského systému výrokové logiky, zbý-

vajı́cı́ dva jsou uvedeny v tabulce 1.4.

A1,A2,A3 Axiomy přejaté z Hilbertovského systému výrokové logiky, viz str. 1

A4 ⊢ ∀xA → A(x/t) A4 (axiom specifikace)

A5 ⊢ ∀x(A → B)→ (A → ∀xB) A5 (axiom kvantifikace implikace)

Tabulka 1.4: Axiomy Hilbertovského axiomatického systému predikátové logiky

Narozdı́l od axiomů pro výrokovou logiku tyto axiomy majı́ svá omezenı́ :

1) Pro axiom A4: term t musı́ být substituovatelný za x.

2) Pro axiom A5: x nesmı́ být volná proměnná v A.

Odvozovacı́ pravidla jsou dvě – Modus Ponens definované vztahem 1.1 na str. 1, a dále odvozovacı́

pravidlo generalizace (značı́me G):

A ⊢ ∀xA (1.7)

Definice 1.3 Důkaz formule F z předpokladů P1, P2, . . . , Pn je konečná posloupnost formulı́ A1, . . . ,Am

jazyka LH1 , kde F = Am a pro každé Ai, i ∈ {1, . . . ,m}, platı́ některá z možnostı́:

• Ai ∈ {P1, . . . , Pn} (tj. je to některý z předpokladů),

• Ai je logický axiom,
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• Ai vznikla použitı́m odvozovacı́ho pravidla MP na některé předchozı́ členy posloupnosti,

• Ai vznikla použitı́m odvozovacı́ho pravidla G na některý předchozı́ člen posloupnosti.

Důkaz formule F (tj. bez předpokladů) je definován stejně, jen n = 0.

Vše, co jsme definovali a dokázali v Hilbertovském axiomatickém systému výrokové logiky,

přejı́máme, a budeme se zabývat pouze větami, které se týkajı́ predikátové logiky.

Přı́klad 1.12

Dokažte platnost vztahu A → B ⊢ ∀xA → ∀xB

1. A → B Př1

2. ∀xA → A A4

3. ∀xA → B TI(1,2)

4. ∀x(∀xA → B) G(3)

5. ∀x(∀xA → B)→ (∀xA → ∀xB) A5

6. ∀xA → ∀xB MP(4,5)

Přı́klad 1.13

Tentýž vztah dokážeme důkazem z dokazatelných formulı́:

1. A → B ⊢ A → B dokázaná formule

2. ⊢ ∀xA → A A4

3. A → B ⊢ ∀xA → B TI(1,2)

4. A → B,∀xA ⊢ B VD(3)

5. A → B,∀xA ⊢ ∀xB G(4)

6. A → B ⊢ ∀xA → ∀xB VD(5)

Přı́klad 1.14

Dokažte platnost vztahu A → B ⊢ A → ∀xB (x nenı́ volná v A)

1. A → B Př1

2. ∀x(A → B) G(1)

3. ∀x(A → B)→ (A → ∀xB) A5

4. A → ∀xB MP(2,3)

Toto je pomocné odvozovacı́ pravidlo

zavedenı́ obecného kvantifikátoru, zna-

čı́me Z∀.

1.5 Vlastnosti Hilbertovského systému predikátové logiky

Opět dokážeme korektnost a úplnost systému.

Věta 1.8 Formule dokazatelné v Hilbertovském axiomatickém systému predikátové logiky jsou právě lo-

gicky platné formule predikátové logiky, tedy pro každou formuli predikátové logiky platı́

⊢ A ⇔ ⊧ A (1.8)
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Důkaz:

„⇒“ – korektnost

Korektnost logických axiomů A1, A2 a A3 a odvozovacı́ho pravidla MP již byla dokázána pro

výrokovou logiku, rozšı́řenı́ důkazu na predikátovou by bylo možné provést nepřı́mým důkazem.

Dále je potřeba dokázat korektnost axiomů A4 a A5 a odvozovacı́ho pravidla Generalizace. Důkaz

korektnosti konstrukce důkazu můžeme také přejmout.

Axiom A4, ∀xA(x) ⊢ A(x/t) (důkaz sporem):

Označme a prvek univerza diskurzu, který vznikne vyhodnocenı́m termu t ve struktuře

S . Jestliže ∀xA(x) ⊢ A(x/t) neplatı́, znamená to, že formule ∀xA(x) má v této struktuře

hodnotu true a formule A(x/t) hodnotu false (vyplývá z definice implikace). V tom přı́padě ale

I(A(x/t)) = I(A(x/a)) = false, což je ve sporu s platnostı́ formule ∀xA(x).

Obdobně lze dokázat také platnost axiomu A5 a odvozovacı́ho pravidla Generalizace.

„⇐“ – úplnost

Máme dokazatelnou formuli predikátové logiky ⊢ A. Podle této formule vytvořı́me vý-

rokovou formuli B tak, že provedeme skolemizaci, převedeme formuli A do klauzulárnı́ formy,

oddělı́me prefix s kvantifikátory a za atomické formule s (vázanými) predikátovými proměnnými

dosadı́me (substituujeme) výrokové proměnné. Pokud za různé atomické formule (lišı́cı́ se pre-

dikátem nebo predikátovými proměnnými) dosadı́me různé výrokové proměnné, stačı́ dokázat

úplnost pro takto zı́skanou formuli B, což jsme učinili dřı́ve pro Hilbertovský axiomatický systém

výrokové logiky.

Důkaz úplnosti Hilbertovského systému predikátové logiky jsme tedy tı́mto způsobem pře-

vedli na důkaz úplnosti Hilbertovského systému výrokové logiky. ◻

Poznámka: Pravidlo Generalizace se má správně psát takto: ⊢ A[S] ⇒ ⊢ ∀xA[S],

tedy splnitelnost A se vztahuje k určité struktuře. Neplatı́ však věta ⊢ A → ∀xA, viz důkaz

nı́že. Proč tedy můžeme použı́vat pravidlo Generalizace? Protože toto pravido sice nezachovává

splnitelnost, ale zachovává alespoň logickou pravdivost – dokazatelnost (z dokazatelné formule

vytvořı́ dokazatelnou formuli), což nám stačı́. Jen si musı́me dávat pozor na kombinovánı́ věty

o dedukci a pravidla Generalizace.

Věta 1.9 Neplatı́ ⊢ A → ∀xA.

Důkaz: Necht’univerzum diskurzu obsahuje prvky a, b (a přı́padně i dalšı́) takové, že I(A(x/a)) =

true a I(A(x/b)) = false.2 Pak ale nenı́ platná formule ∀xA (protože A nenı́ interpretována jako

true pro všechny hodnoty x, jen pro některé), a dokonce je kontradiktorická, tedy I(∀xA) = false

pro jakékoliv ohodnocenı́. Ze sémantického významu implikace vyplývá, že I((A → ∀xA)(x/b)) =

false, tedy A → ∀xA nemůže být logicky platná. ◻

2Pro připomenutı́: zápis I(A(x/a)) znamená, že ve formuli A dosadı́me (substituujeme) za všechny výskyty prediká-

tové proměnné x hodnotu a (zde se jedná o prvek univerza diskurzu).



Kapitola 2
Gentzenovský formálnı́ systém

Autorem Gentzenovského formálnı́ho systému je matematik Gerhard Gentzen (vlastně Gerhard Karl Erich

Gentzen). Gentzen byl po několik let asistentem Davida Hilberta, po Hilbertově odchodu pokračoval v jeho

práci a kromě jiného vytvořil formálnı́ systém postavený na odlišné bázi než původnı́ Hilbertův.

Gentzenovský systém je uváděn jako předpokladový, v jiné literatuře jako axiomatický. Pokud jde o to,

zda můžeme použı́vat i jinou formu důkazu než důkaz přı́mý, pak v Gentzenovském systému je sice

použı́ván pouze přı́mý důkaz (přı́p. z předpokladů), ale protože postup důkazu formule bez předpokladů

je vlastně duálnı́ k postupu konstrukce sémantického tabla dokazované formule, lze jako pomůcku nejdřı́v

zkonstruovat tablo coby nepřı́mý důkaz a pak dualizacı́ vytvořit přı́mý důkaz v Gentzenovském systému.

Možná proto se tento systém pohybuje „na pomezı́“ mezi předpokladovými a axiomatickými systémy.

V této kapitole si nejdřı́v připomeneme proces dualizace, potom definujeme Gentzenovský systém

výrokové logiky, dokážeme jeho korektnost a úplnost a pak totéž provedeme pro predikátovou logiku.

2.1 Dualizace

Podı́vejme se na následujı́cı́ dvě tabulky:

A B A &B

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

U V U ∨ V

1 1 1

1 0 1

0 1 1

0 0 0

Tabulka 2.1: Sémantická tabulka pro konjunkci a disjunkci

Jsou to tabulky pro konjunkci a disjunkci, které jistě každý zná. Když se pozorněji podı́váme

na obsah tabulek, zjistı́me, že tam, kde je v prvnı́ tabulce 0, je v druhé tabulce 1 a naopak. Proto

o logických spojkách konjunkce a disjunkce řı́káme, že jsou navzájem duálnı́.

Pod pojmem dualizace obecně rozumı́me dvojici prvků, které majı́ stejnou základnı́ strukturu,

ale jednotlivé odpovı́dajı́cı́ části této struktury jsou v určitém smyslu navzájem inverznı́ s tı́m, že

podle jednoho prvku dokážeme sestrojit druhý a naopak. Dualizovaný prvek budeme odlišovat

hornı́m indexem D.

13
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V přı́padě duálnı́ch logických spojek konjunkce a disjunkce v tabulce 2.1 je dualizačnı́ operacı́

(faktorem) operace negace. V tabulce pro disjunkci můžeme provést substituce

U = AD
= ¬A,

V = BD
= ¬B,

(U ∨ V ) = (A &B)D
= ¬(A &B) = (¬A ∨ ¬B) = (AD ∨BD).

K formuli A &B je duálnı́ formule ¬A ∨ ¬B. Pokud postup, který jsme použili na druhou

tabulku, použijeme na tabulku prvnı́, zjistı́me, že k formuli U ∨ V je duálnı́ formule ¬U &¬V .

Jak k dané formuli vytvořit duálnı́ formuli? Můžeme tuto formuli prostě znegovat. Pokud

ale je formule v konjunktivnı́ normálnı́ formě1, máme práci mnohem jednoduššı́. Stačı́ všechny

literály znegovat a zaměnit navzájem logické spojky konjunkce a disjunkce. Výsledná formule

je v disjunktivnı́ normálnı́ formě2. V přı́padě predikátové logiky také můžeme dualizaci provést

prostým znegovánı́m formule.

Přı́klad 2.1

K formuli (A↔ B) &C & (C → ¬B) &A najděte duálnı́ formuli.

Formuli převedeme do KNF: (¬A ∨B) & (¬B ∨A) &C & (¬C ∨ ¬B) &A

Provedem dualizaci: (A &¬B) ∨ (B &¬A) ∨ ¬C ∨ (C &B) ∨ ¬A

Všimněme si, že zatı́mco původnı́ formule byla kontradikce, formule k nı́ duálnı́, kterou jsme

vytvořili, je tautologie (můžeme ověřit napřı́klad sémantickým stromem).

Věta 2.1 Pro každou formuli A platı́: je-li A logicky platná, pak je AD nesplnitelná, je-li A nesplnitelná,

pak je AD logicky platná.

Důkaz: Platnost věty plyne ze samotného procesu dualizace, kdy formuli znegujeme. Negace

logicky platné formule je formule nesplnitelná, negace nesplnitelné formule je formule logicky

platná. ◻

2.2 Gentzenovský systém výrokové logiky

Gentzenovský systém budeme probı́rat pouze v základnı́ formě, jako ukázku toho, že existujı́ sys-

témy s poněkud jednoduššı́m způsobem konstrukce důkazu. Z toho důvodu si definujeme pouze

přı́mý důkaz bez předpokladů, protože předpoklady znemožňujı́ jednoduššı́ metodu konstrukce

důkazu a je potřeba postupovat „klasickou cestou“ stejně jako u dřı́ve definovaných formálnı́ch

systémů.

Jazyk Gentzenovského systému výrokové logiky budeme značit LG , přejı́máme jazyk výrokové

logiky včetně všech logických spojek. Kromě formulı́ samotných zde budeme pracovat s množi-

nami formulı́. Prvky množiny formulı́ jsou pochopitelně formule (může být ale i prázdná množina),

ze syntaktického a sémantického hlediska je mezi formulemi v množině vztah disjunkce.

Logický axiom (schéma) je jediný, je to množina formulı́ U obsahujı́cı́ některou výrokovou

proměnnou i jejı́ negaci – ∃p ∶ (p ∈ U) & (¬p ∈ U). Protože je mezi prvky množiny formulı́ vztah

disjunkce, množina U představuje formuli p ∨ ¬p ∨ . . . , která je tautologie.

1Fromule výrokové logiky je v KNF, pokud je tvořena podformulemi spojenými konjunkcemi, v podformulı́ch se

vyskytujı́ pouze disjunkce, a negace jsou pouze přı́mo u literálů. Pod pojmem literál rozumı́me výrokovou proměnnou

nebo jejı́ negaci.
2Formule výrokové logiky je v DNF, pokud je tvořena podformulemi spojenými disjunkcemi, v podformulı́ch se

vyskytujı́ pouze konjunkce, a negace jsou pouze přı́mo u literálů.
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Odvozovacı́ pravidla jsou v tab. 2.2.

Název Předpis

α = α1 ∨ α2

α-pravidlo U ∪ {α1, α2} ⊢ U ∪ {α} = ¬(¬α1 &¬α2)

= ¬α1 → α2

β = β1 &β2

β-pravidlo U1 ∪ {β1},U2 ∪ {β2} ⊢ U1 ∪ U2 ∪ {β} = ¬(¬β1 ∨ ¬β2)

= ¬(β1 → ¬β2)

Tabulka 2.2: Odvozovacı́ pravidla v Gentzenovském systému výrokové logiky

Nenı́ náhoda, že odvozovacı́ pravidla Gentzenovského systému jsou nazvána stejně jako pra-

vidla použı́vaná v sémantickém tablu. Konstrukce přı́mého důkazu je totiž v tomto systému

duálnı́ ke konstrukci nepřı́mého důkazu pomocı́ sémantického tabla. Odvozovacı́ pravidla sys-

tému jsou duálnı́ k pravidlům tabla (je zaměněna konjunkce a disjunkce a literály jsou znegovány

– to znegovánı́ se v obecném předpisu neobjevı́), a totéž platı́ i o axiomu a obecně o množinách

formulı́ (zde jsou prvky množiny spojeny disjunkcı́, v tablu je to konjunkce, zde vyžadujeme, aby

byl axiom logicky platná množina, v listech sémantického tabla musı́ být nesplnitelná množina

formulı́).

Definice 2.1 Důkaz formule F je konečná posloupnost množin formulı́ A1,A2 . . . ,Am jazyka LG , kde

Am = {F} a pro každé i ∈ {1, . . . ,m} platı́ pro Ai některá z možnostı́:

• Ai je logický axiom,

• Ai vznikla použitı́m odvozovacı́ho pravidla (α, β) na předchozı́ členy posloupnosti.

Při konstrukci důkazu můžeme jako pomůcku využı́t sémantické tablo:

• vytvořı́me nepřı́mý důkaz formule pomocı́ sémantického tabla (tj. formuli negujeme a vy-

tvořı́me sémantické tablo pro tuto negaci),

• sestavı́me duálnı́ tablo – sémantické tablo obrátı́me listy vzhůru a kořenem dolů a všechny

množiny formulı́ v uzlech tabla znegujeme (provedeme dualizaci formulı́ v množinách

v uzlech tabla),

• množiny formulı́ v duálnı́m tablu přepı́šeme do řádkového důkazu tak, že postupujeme od

listů stromu a množinu formulı́ každého uzlu zařadı́me do důkazu tak, aby byla uvedena

až po množinách formulı́ z předchůdců tohoto uzlu (tedy postupujeme od listů ke kořeni

stromu).

Přı́klad 2.2

Dokažte větu (A ∨B) ∨ ((A ∨ ¬B) &¬A).

Nejdřı́v sestavı́me pomocné struktury – sémantické tablo a duálnı́ tablo.

Řádkový důkaz:

1. A, B, A, ¬B axiom

2. A, B, A ∨ ¬B α1

3. A, B, ¬A axiom

4. A, B, (A ∨ ¬B) &¬A β2,3

5. A ∨B, (A ∨ ¬B) &¬A α4

6. (A ∨B) ∨ ((A ∨ ¬B) &¬A) α5
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¬A, ¬B, ¬A, B

α

¬A, ¬B, ¬(A ∨ ¬B)

�
�

�

@
@

@
β

¬A, ¬B, A

¬A, ¬B, ¬((A ∨ ¬B) &¬A)

α

¬(A ∨B), ¬((A ∨ ¬B) &¬A)

α

¬((A ∨B) ∨ ((A ∨ ¬B) &¬A)) A, B, A, ¬B

α

A, B, A ∨ ¬B

@
@

@

�
�

�
β

A, B, ¬A

A, B, (A ∨ ¬B) &¬A

α

A ∨B, (A ∨ ¬B) &¬A

α

(A ∨B) ∨ ((A ∨ ¬B) &¬A)

Obrázek 2.1: Sémantické tablo negace formule a duálnı́ tablo formule

2.3 Korektnost a úplnost systému

Věta 2.2 Formule dokazatelné v Gentzenovském systému výrokové logiky jsou právě logicky platné for-

mule, tedy pro každou formuli výrokové logiky platı́

⊢ A ⇔ ⊧ A (2.1)

Důkaz:

„⇒“ – korektnost

Předpokládejme, že formule A je dokazatelná v G. Potom existuje jejı́ řádkový důkaz a také

duálnı́ tablo formule a sémantické tablo negace formule.

Korektnost konstrukce popı́rajı́cı́ho sémantického tabla negace formule je dokázána v přı́kladu

2.3 na str. 17. Dále využijeme větu na str. 14, která řı́ká, že formule duálnı́ k nesplnitelné formuli

je logicky platná.

Sémantické tablo konstruujeme tak, že v jeho kořeni je negace dokazované formule. Pokud

jsou v listech stromu nesplnitelné formule, dokázali jsme, že formule v kořeni stromu (tj. negace

formule, se kterou pracujeme), je nesplnitelná.

Dualizacı́ zı́skáme duálnı́ tablo, které má ve svém kořeni dokazovanou formuli. Jestliže v lis-

tech sémantického tabla byly nesplnitelné formule, pak v listech duálnı́ho tabla jsou logicky

platné formule a v jeho kořeni logicky platná formule.

Důkaz můžeme provést přı́mo pro řádkový důkaz v Gentzenovském systému. Pak stačı́ do-

kázat korektnost logického axiomu (již bylo naznačeno u jeho definice) a odvozovacı́ch pravidel,

a pak matematickou indukcı́ korektnost konstrukce přı́mého důkazu vycházejı́cı́ z jeho definice,

stejně jako u dřı́ve definovaných formálnı́ch systémů.

„⇐“ – úplnost

Jestliže A je logicky platná, pak ¬A je nesplnitelná a sémantické tablo formule ¬A se uzavře.
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Potom existuje duálnı́ tablo, v jehož kořeni je formule A, a je ekvivalentnı́ některému řádkovému

důkazu formule A. Proto formule A je dokazatelná v G. ◻

Přı́klad 2.3

Ukážeme si důkaz korektnosti a úplnosti sémantického tabla pro výrokovou logiku.

1. Korektnost

Předpokládejme, že formule F je dokazatelná sémantickým tablem. Ô⇒ Sémantické tablo

formule ¬F má všechny větve uzavřené.

Dále použijeme důkaz matematickou indukcı́ podle hloubky h podstromu sémantického

tabla: Báze indukce: h = 0 (list stromu) – protože je každá větev uzavřená, v každém listu stromu se

nacházı́ komplementárnı́ pár literálů, označme je napřı́klad p,¬p. Mezi nimi je vztah konjunkce

a platı́ p &¬p = false Ô⇒ formule v každém listu je kontradikce (nesplnitelná)3.

Předpoklad indukce: Předpokládejme, že věta platı́ pro h = k, k ≥ 0.

Krok indukce: mějme podstrom hloubky nejvýše h = k + 1. Jeho kořen má bud’ jeden (α-pravidlo)

nebo dva (β-pravidlo) následnı́ky.

α: kořen postromu je ohodnocen množinou formulı́ U ∪ {A1&A2}, jeho následnı́k množinou

formulı́ U ∪ {A1,A2}. Pro následnı́ka platı́ indukčnı́ předpoklad (hloubka jeho postromu je

k), tedyU∪{A1,A2} je nesplnitelná, což znamená, že bud’U nebo A1 nebo A2 je nesplnitelná.

Proto při přesunu o uzel výše je bud’ U nebo A1&A2 nesplnitelná, tedy množina formulı́

U ∪ {A1&A2} je nesplnitelná.

β: kořen podstromu je ohodnocen množinou formulı́ U ∪ {A1 ∨A2}, jeden následnı́k množi-

nou formulı́ U ∪ {A1} a druhý U ∪ {A2}. Oba následnı́ci majı́ hloubku podstromu menšı́

nebo rovnu k, tedy pro ně platı́ indukčnı́ předpoklad a jsou ohodnoceny nesplnitelnými

množinami formulı́.

Z toho vyplývá, že bud’ je nesplnitelná množina U a nebo jsou nesplnitelné obě formule

A1,A2. Proto je nesplnitelná i množina formulı́ U ∪{A1 ∨A2} v uzlu s podstromem hloubky

k + 1.

Pokud indukci uplatnı́me na celý strom sémantického tabla, zjistı́me, že formule ¬F v kořeni

tohoto stromu je nesplnitelná, z toho vyplývá, že formule F je tautologie.

2. Úplnost

Pro důkaz korektnosti jsme použili techniku důkazu matematickou indukcı́, zde použijeme

důkaz sporem: abychom dokázali implikaci logicky platná Ð→ dokazatelná, stačı́ dokázat ekviva-

lentnı́ implikaci ¬dokazatelná Ð→ ¬logicky platná.

Předpokládejme tedy, že formule F nenı́ dokazatelná sémantickým tablem. To znamená, že

sémantické tablo formule ¬F se neuzavře, v některém listu stromu tabla (nejméně jednom) je

splnitelná množina formulı́ (stačı́ splnitelná pro nějakou valuaci, nemusı́ být logicky platná).

Když budeme postupovat obdobně jako u předchozı́ části důkazu po stromě od listů ke koře-

nům, pak alespoň v jedné větvi (z onoho „splnitelného listu“ ke kořeni stromu) budou všechny

uzly ohodnoceny splnitelnými množinami formulı́ (to plyne z definice konjunkce a disjunkce),

a tedy i kořen celého stromu je ohodnocen splnitelnou formulı́, nikoliv kontradikcı́ (je to ¬F ),

proto formule F nemůže být logicky platná, nenı́ to tautologie.

3Přesněji jde o množinu formulı́, která je pro dané ohodnocenı́ splnitelná právě tehdy a jen tehdy, když jsou pro toto

ohodnocenı́ splnitelné všechny formule v množině, a množina {p,¬p, . . . } nenı́ splnitelná pro žádné ohodnocenı́.
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2.4 Gentzenovský systém predikátové logiky

Jazyk Gentzenovského systému predikátové logiky přejı́máme z jazyka predikátové logiky prv-

nı́ho řádu včetně všech logických spojek, stejně jako u výrokové logiky zde budeme pracovat

s množinami formulı́, ve kterých je mezi prvky (formulemi) vztah disjunkce.

Logický axiom (schéma) množina formulı́ U obsahujı́cı́ komplementárnı́ pár literálů některé

atomické formule p(x1, x2, . . . , xn), tedy {p(a1, a2, . . . , an),¬p(a1, a2, . . . , an)} ⊆ U .

Odvozovacı́ pravidla jsou v tab. 2.3.

Název Předpis

α-pravidlo U ∪ {α1, α2} ⊢ U ∪ {α} α = α1 ∨ α2

= ¬(¬α1 &¬α2)

= ¬α1 → α2

β-pravidlo U1 ∪ {β1},U2 ∪ {β2} ⊢ U1 ∪ U2 ∪ {β} β = β1 &β2

= ¬(¬β1 ∨ ¬β2)

= ¬(β1 → ¬β2)

γ-pravidlo U ∪ {∃A(x),A(a)} ⊢ U ∪ {∃A(x)}

U ∪ {¬∀A(x),¬A(a)} ⊢ U ∪ {¬∀A(x)}

δ-pravidlo U ∪ {A(a)} ⊢ U ∪ {∀A(x)}

U ∪ {¬A(a)} ⊢ U ∪ {¬∃A(x)}

Tabulka 2.3: Odvozovacı́ pravidla v Gentzenovském systému predikátové logiky

Definice 2.2 Důkaz formule F je konečná posloupnost množin formulı́ A1,A2 . . . ,Am, kde Am = {F}

a pro každé i ∈ {1, . . . ,m} platı́ pro Ai některá z možnostı́:

• Ai je logický axiom,

• Ai vznikla použitı́m odvozovacı́ho pravidla (α, β, γ, δ) na předchozı́ členy posloupnosti.

Přı́klad 2.4

Dokažte větu ∀x(A(x)→ B(x))→ (∀xA(x)→ ∀xB(x)).

Uvedeme zde pouze řádkový důkaz, sémantické a duálnı́ tablo si čtenář může sestavit sám.

1. A(m),¬∀x(A(x)→ B(x)),¬A(m),¬∀xA(x),B(m) axiom

2. ¬B(m),¬∀x(A(x)→ B(x)),¬A(m),¬∀xA(x),B(m) axiom

3. ¬(A(m)→ B(m)),¬∀x(A(x)→ B(x)),¬A(m),¬∀xA(x),B(m) β(1,2)

4. ¬∀x(A(x)→ B(x)),¬A(m),¬∀xA(x),B(m) γ(3)

5. ¬∀x(A(x)→ B(x)),¬∀xA(x),B(m) γ(4)

6. ¬∀x(A(x)→ B(x)),¬∀xA(x),∀xB(x) δ(5)

7. ¬∀x(A(x)→ B(x)),∀xA(x)→ ∀xB(x) α(6)

8. ∀x(A(x)→ B(x))→ (∀xA(x)→ ∀xB(x)) α(7)

Věta 2.3 Formule dokazatelné v Gentzenovském systému predikátové logiky jsou právě logicky platné

formule predikátové logiky prvnı́ho řádu.

Důkaz: Je obdobný důkazu věty pro Gentzenovský systém výrokové logiky. ◻
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