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Kapitola

Hilbertovsky axiomaticky systém

Tato kapitola pojedndvi o jednom z axiomatickyjch formdlnich systémii, Hilbertovském axiomatickém sys-
tému. Jeho autorem je vyznammny matematik z prelomu 19. a 20. stoleti, David Hilbert. Hilbert se sice
narodil v Rusku (v Kaliningradu), ale pracoval predevsim v Némecku, kde také vznikla vétsina jeho praci.

Hilbertovskyj axiomaticky systém byl vytvoten spiSe pro pouZiti v algebie a disciplindch z ni odvozenyjch
pfesto byl po dlouhou dobu jednim z nejznimeéjsich a nejpouZivanéjsich axiomatickijch systémii své doby.
Dodnes je zndmd Hilbertovskd axiomatika geometrie.

V' Hilbertovském axiomatickém systému provddime pouze primé ditkazy, proto zde najdeme pouze
definici (primého) ditkazu (ptip. ditkazu z predpokladi). Diisledkem tohoto faktu a také toho, Ze mdme
pouze jediné odvozovact pravidlo, je, Ze konstrukce diikazii je ndrocnéjsi a del$i nez u Systému prirozené
dedukce. Proto se zde mnohem vice pouZivaji pomocnd odvozovact pravidla, z nichZ nékterd budou také
dokdzina.

Stejné jako u predchozi kapitoly, i zde se nejdifv budeme vénovat systému zaloZeném na jazyce vijrokové
logiky, a pak teprve definujeme také Hilbertovsky axiomaticky systém predikitové logiky. Podivime se také
na alternationi definici diikazu, kterd je pro vytvireni nékterych teorii vijhodnéjsi.

1.1 Hilbertovsky axiomaticky systém vyrokové logiky

Jazyk Hilbertovského axiomatického systému vyrokové logiky pfejimame z vyrokové logiky,
kromé spojek konjunkce a disjunkce (z logickych spojek pouZivdme pouze negaci a implikaci),
znacime ho Ly.

Logické axiomy jsou t¥i, jsou uvedeny v tabulce 1.1 na str. 1.

1.| + A-(B—-4) Al
. F(A->(B-C))—-((A-B)->(A-0C)) | A2
3. + (-B->-A)->(A-B) A3

Tabulka 1.1: Axiomy Hilbertovského axiomatického systému vyrokové logiky

Odvozovaci pravidlo je pouze jedno, nazyva se Modus Ponens (MP):

A-B, A + B 1.1)
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Definice 1.1 Diikaz formule F z predpokladii Py, Ps, . . ., P, je konec¢nd posloupnost formuli Ay, As, ...,
A, jazyka Ly, kde F = A, a prokaZdé i € {1,...,m} plati pro A; nékterd z téchto moZnosti:
o A;e{Py,...,P,} (1. je to néktery z pFedpokladii),
o A, je logicky axiom,
o A, vznikla pouZitim odvozovactho pravidla Modus Ponens na nékteré dva predchozi cleny posloup-
nosti.

Diikaz formule F (tj. bez pfedpokladil) je definovén stejné, jen n = 0.

Piiklad 1.1
Dokazte platnost véty A — A. Tuto vétu budeme nazyvat véta o implikaci a budeme znacit VI.
1. P> ((P—-P)—P)) Al [A=P,
B=P - P]
2. (P->(P-P)-P)->(P->(P—>P))—>(P->P)) A2 [A=P,
B=P - P,
C=P]
3. (P> (P->P))—>(P-P) MP(1,2)
4. P> (P—-P)) Al [A=P,
B=P]
5. P- P MP(3,4)
Véta 1.1 (Véta o dedukci)
Pl,PQ,...,Pn_l,PnI—Z Ad P17P27...,Pn_1|—Pn—>Z (12)
Diikaz:
,<=":Predpokladdejme, Ze plati P,, P, ..., P,_1 + P, - Z.Pak pro tento vztah existuje dikazova

posloupnost Ay, As, ..., A, kde A, = P, - Z. Diikaz vysledného vztahu vytvofime pfidanim
nékolika ¢lenti na konec této posloupnosti:

1. A
m-2. A2
m-1. A1
m. P,—>Z7
m+1. P, predpoklad
m+2. 7 MP(m,m + 1)

,="Jestlize P, P, ..., P, 1, P, + Z,potom existuje dikaz formule Z z pfedpokladt P, P, ...,
P,_1, P,. Timto dtikazem je néjaka posloupnost A;, Az, ..., A, kde Z = A,,. Dtikaz provedeme
matematickou indukci podle délky posloupnosti ditkazu (budeme postupovat od prvniho ¢lenu
posloupnosti krokem indukce az k poslednimu) a dokdzeme, Ze pravdivost vSech ¢lenti této
posloupnosti je podminéna platnosti P,.

Bize indukce: Prvni ¢len dikazu A; je bud’ logicky axiom nebo jeden z pfedpokladiéi P; pro
i €{l,...,n -1} nebo samotna formule P,. Pokud je to P,, stati dokéazat vétu P, - P,, coZ
bylo uéinéno vyse (viz str. 2). JestliZe je to logicky axiom nebo jiny pfedpoklad, pak je dikaz
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nasledujici:
1. Ay axiom nebo pfedpoklad
2. Ay - (P, —> Ay) Al
3. P, > A MP(1,2)

Predpoklad indukce: Necht'véta plati pro vSechny ¢leny posloupnosti az po k-ty Clen, tedy vsechny
¢leny posloupnosti az ke k-tému mohou byt podminény formuli P,,.

Krok indukce: Formule Ay, je bud logickym axiomem, nebo nékterym ptredpokladem (véetné
predpokladu P, ), nebo vznikla uplatnénim pravidla Modus Ponens na nékteré dva predchozi
¢leny posloupnosti. Budeme fesit pouze tento posledni pfipad, protoze pfedchozi se fesi stejné
jako v bazi indukce.

Necht' tedy formule Ay, vznikla uplatnénim MP na nékteré dva pfedchozi ¢leny posloup-
nosti. Ozna¢me tyto ¢leny A; a A;, ¢ # j, kde A; = (4; - Ags1). Protoze ¢,j < k, pro formule A;
a A; je véta jiz dokdzana, tedy ji na né uplatnime a vzniklé formule pouZijeme jako prvni ¢leny
dikazu:

1. P, = A; Pr1
2. Py = (A > Ager) P2
3. (P = (Ai = Aps1)) = (P = Ay) > (Po — Agir)) A2
4. (P~ Ai) > (P > Agia) MP(2,3)
5. Py > Apat MP(1,4)

O

Poznamka: Stejné jako v Systému pfirozené dedukce (viz skripta pfedmétu Logika a logické
programovani), pokud vétu o dedukci pouzijeme rekurzivné n-krat, dostaneme ekvivalenci

P17P27-~-;Pn—17Pn - Z d I—P1—>(P2—>(Pn—>Z)) (13)

Piiklad 1.2
Dokazte platnost vztahu B ~ A - B

L B Pl Tento vztah je ekvivalentem pravidla ZI v Sys-

2. B> (A-B) Al tému ptirozené dedukce. Budeme ho nazyvat po-

3. A-> B MP(2,4) mocné odvozovaci pravidlo oslabeni, znac¢ime PO.
P¥iklad 1.3
Dokazte platnost vztahu A - B, B~ C + A-C

1. A- B Pil

2. B-C Pi2

3. (B-C)-(A->(B-0(0)) Al [A=(B-C),B=A]

4. A-(B-0C) MP(2,3)

5. (A~ (B~C)) = (A= B) > (A~ C)) A2

6. (A-B)—->(A-C) MP(4,5)

7. A C MP(1,6)



KAPITOLA 1 HILBERTOVSKY AXIOMATICKY SYSTEM

Tento vztah je pomocné odvozovaci pravidlo tranzitivity implikace, zna¢ime TI. Pokud na toto pravidlo
uplatnime vétu o dedukci, mame také dokazanu platnost nékolika formuli, naptiklad
F(A->B)->((B->0C)->(A-0)).

P¥iklad 1.4
Dokazte platnost vztahu -A - -B - B— A

Dtikaz lze provést prostym uplatnénim véty o dedukci na axiom A3. Tento vztah nazyvame
pomocné odvozovaci pravidlo kontrapozice, znac¢ime K.

P¥iklad 1.5
Dokazte platnost vztahu -—P + P. Jde o pomocné odvozovact pravidlo eliminace negace, znatime
EN.
1. --P Pil
2. ==P - (==—~=P — ==P) Al
3. ===-P > =P MP(1,2)
4. (====P - ==P) > (=P - -==P) A3
5. -P = ==-P MP(3,4)
6. =P > P K(5)
7. P MP(1,6)
P¥iklad 1.6
Dokazte platnost vztahu P ~ —-P.
Lr Pil Tento vztah nazyvame pomocné odvozovact
2. ===P > P VD na pravidlo EN pravidlo zavedeni negace, znac¢ime ZN.
3. P»--P K(2)
4. =P MP(1,3)
Ptiklad 1.7
Dokazte platnost vztahu A, -A + B
1. A Pr1 Tento vztah budeme nazyvat obdobné jako
2. -A P2 v Systému pfirozené dedukce, pomocné odvo-
3. =A > (=B - -A) Al zovaci pravidlo sporné mnoziny, zna¢ime SM.
4. -B - -A MP(2,3)
5. A> B K(4)
6. B MP(1,5)
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Ptiklad 1.8

Dokazte platnost vztahu P, -Q) + —(P - Q)
1. P Pil
2. -Q Pr2
3. P->((P-Q)—-Q) VD na MP
4. (P-Q)—-Q MP(1,3)
5 -Q > -(P->Q) ZN+K(4)
6. (P > Q) MP(2,5)

Véta 1.2 (Lemma o neutrdlni formuli)

A-B,-A-B + B (1.4)

Dtikaz: Pokud plati véty v predpokladech, musi existovat jejich diikazy:

C1,C,...,Cy1,Cy, kde Oy = A - B,
Dl, DQ, e 7Dr—1vDr/ kde DT =-A - B.

Formule A je interpretovana jako true (a) nebo false (b). V prvnim pfipadé pfidame k prvnimu
dikazu formuli A4, kterd je v tomto ohodnoceni splnitelna (interpretovana jako true), v druhém
ptipadé pfiddme k druhému dikazu formuli - A.

(@) I(A) = true: dukazova posloupnost bude vypadat takto:

C1,Cy,...,Cy1,A— B, A, B (uplatnime pravidlo MP na A — B, A, dostaneme formuli B).
(b) I(A) = false: dtikazova posloupnost bude vypadat takto:

1)1,1)27 PN 7D7~_1,Dr = —\A g B, ﬂA,B.

Mtizeme si dovolit rozdélit diikaz na dva p¥ipady podle toho, ve kterych ohodnocenich je ¢i neni
splnitelnd, protoZe splnitelnost pfedpokladi podminiuje splnitelnost zavéru (staci zjistit, zda je
zavér splnitelny v ohodnocenich, ve kterych jsou splnitelné pfedpoklady). O

Poznamka: Tato vétaje obdobou stejné pojmenovaného lemmatu pro Systém p¥irozené dedukce,

takéjilze chapatjako ,Jestlize Ize formuli dokéazat z nékterého predpokladuijeho negace, mtizeme
z mnoziny pfedpokladii odstranit tento pfedpoklad i jeho negaci.”

1.2 Vlastnosti Hilbertovského systému vyrokové logiky

Stejné jako u Systému pfirozené dedukce, i zde pro dtikaz tdplnosti potfebujeme dvé pomocné
véty. Prvni z nich, Lemma o neutralni formuli, jsme jiz dokazali na str. 5, druha je nasledujici:

Lemma 1.3 Necht' F' je formule obsahujict pravé vijrokové proménné py, pa, . . ., pn. Ve zvolené valuaci v
oznacme:

F'=F, pokud I(F,v) =1, P = pi, pokud v(p;) = 1,

F' = -F, pokud I(F,v) =0 ph = —p;, pokud v(p;) = 0 pro kazdé i € {1,...,n}
Pak plati

PLPos Dy - F (1.5)
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Dukaz: Dikaz provedeme matematickou indukei podle sloZitosti formule, bude hodné podobny
diikazu obdobné véty pro Systém pfirozené dedukce.

Bize indukce: F' = p (0 logickych spojek)

p’ + p’plati, protoZe jde o vétu o implikaci ( - A - A) s uplatnénou vétou o dedukci.
Predpoklad indukce: pfedpokladejme, Ze véta plati pro formule B, C o sloZitosti nejvyse k:
PLsPhseopy + B

PPy iD=

Krok indukce: dokaZeme, Ze véta plati pro formuli " hloubky k + 1.

a) F'=-B, B je formule o slozitosti k

Méme dokézat, Ze plati p},p5,...,p;, + (=B)'. ProtoZe plati pfedpoklad indukce, doka-
zujeme B’ + (-B)".

Jsou dvé moznosti:

1) I(B) =0 = dokazujeme -B + -B, coz je opét véta o implikaci,
2) I(B) =1 = dokazujeme B ~ --B, to je dokdzdno na str. 4 jako pravidlo zavedeni
negace.

b) F'=B - C, B,C jsou formule sloZitosti nejvyse k. Pak pro jednotlivé valuace dokazujeme:

] B \ C H B-C H dokazujeme (B',C" + A'): ‘
0]o0 1 -B,-C + B>C @
011 1 -B,C - B->C ©)
110 0 B,-C + «(B-0C) ®
111 1 B,C - B-C ®

Tabulka 1.2: Ur¢eni tvrzeni, ktera je tfeba dokazat

@, @: Dokazujeme =B + B — C, neboli -B, B + C (podle véty o dedukci)
= dokazano, pravidlo sporné mnoziny (viz str. 4).

®: Tento vztah je dokédzén na str. 5 jako véta P, -Q + —(P — Q).
@: Jedna se o uplatnéni véty o dedukci na prvni axiom ve tvaru

C—-(B-C).

Protoze v Hilbertovském axiomatickém systému VL nepouzivame zadné dalsi spojky (resp. je
mozné tyto spojky dodefinovat pomoci negace a implikace), je diikaz hotov. o

Korektnost a tiplnost Hilbertovského systému vyrokové logiky jsou shrnuty v nasledujici vété:

Véta 1.4 (Postova véta) Formule dokazatelné v Hilbertovském axiomatickém systému vijrokové logiky
jsou praveé logicky platné formule, tedy pro kaZdou formuli vyrokové logiky plati

FA o A (1.6)

Diikaz:
=" — korektnost

Je tfeba dokézat korektnost logickych axiomt a odvozovaciho pravidla MP, a potom korekt-
nost konstrukce ditkazu (tedy definice diikazu).
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FA—>(B—A) A->B,A+ B
|A|B[B->A[A>(B-A4)] [A[B[A-B| A B|
0] o0 1 1 olo 1 01 o
01 0 1 0|1 1 0| 1
110 1 1 110 0 11 0
1] 1 1 1 111

Tabulka 1.3: Sémantické tabulky pro prvni axiom a odvozovaci pravidlo MP

Korektnost logickych axiomti a odvozovaciho pravidla mtZeme stejné jako v Systému pfiro-
zené dedukce dokazat sémantickymi tabulkami, napfiklad pro prvni axiom a odvozovaci pravidlo
jsou tabulky v tab. 1.3.

Tyto tabulky je potfeba vytvofit i pro axiomy A2 a A3, to nechame na ¢tenéfi.

Logicky axiom je korekini, pokud jsou v poslednim sloupci pouze hodnoty 1 (true), u odvo-
zovaciho pravidla (pfip. u odvozovacich pravidel) staci, kdyZ jsou v poslednim sloupci hodnoty
1 na fadcich odpovidajicich valuacim, ve kterych jsou splnitelné pfedpoklady (v pfipadé Modus
Ponens je to posledni fadek), odvozovaci pravidlo tedy zachovava splnitelnost.

Korektnost konstrukce ditkazu dokdzeme matematickou indukeci podle potadi ¢lenti v po-
sloupnosti diikazu. Dokazujeme korektnost posloupnosti diikazu
A1, Ag, ..., A, podle definice na str. 1.

Bize indukce: Prvni ¢len posloupnosti ditkazu je podle definice bud’ logicky axiom nebo pfedpo-
klad. Pokud je to logicky axiom, jeho korektnost jsme jiz dokazali, pfedpoklad pouze omezuje
nutnost splnitelnosti zdvéru pro dana ohodnoceni.

Predpoklad indukce: Necht'je dlikaz korektni az ke k-tému ¢lenu, tedy az po formuli A;. To zna-
mena4, Ze vSechny formule A; pro i < k jsou bud’ logicky platné nebo alespori splnitelné ve vSech
ohodnocenich, ve kterych je splnitelnd mnozina az dosud v posloupnosti uvedenych pfedpo-
kladti.

Krok indukce: Formule Ay je podle definice duikazu bud’ logicky axiom nebo pfedpoklad nebo
vznikla z pfedchozich ¢lenti posloupnosti uplatnénim pravidla MP. Prvni dvé moznosti jsou
feSeny stejné jako v bazi indukce, pro tfeti moZnost pfedpokladejme, Ze A;.; byla odvozena
pravidlem MP z i-tého a j-tého ¢lenu posloupnosti, kde 4,5 < k, i # j, tedy pro oba tyto ¢leny
dokazovany vztah jiz plati. Korektnost pravidla MP jiz byla dokazana, proto i formule A, je
splnitelna ve vSech ohodnocenich, ve kterych je splnitelnd mnozina az dosud v posloupnosti
uvedenych pfedpokladi.

Krok indukce budeme uplatiiovat postupné na vsechny ¢leny dtikazu az k poslednimu, kterym
je dokazovana véta.

=" —1iplnost
Predpokladejme, Ze formule A je logicky platnd. pak podle vztahu na str. 5 plati
p,17p,27 et 7p;’L = A
Potom plati zaroven tyto véty:
plvpév"’vpiz = A
ﬂp,17p,2a"'7p;), = A

Podle lemmatu o neutrdlni formuli (viz str. 5) pak plati

Doy A
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Toto provedeme postupné pro vSechny vyrokové proménné, které se ve formuli A vyskytuji,
disledkem je pak dokazatelnost formule A v Hilbertovském systému. o

Véta 1.5 (Bezespornost systému) Hilbertovskyj axiomaticky systém vijrokové logiky je bezesporny.

Dikaz: Diikaz povedeme sporem.

Kdyby byl tento systém sporny, pak by v ném pro nékterou formuli A byla dokazatelnd A
i =A. Podle Postovy véty by pak platilo = A i k -A, cozneni mozné. Tedy Hilbertovsky systém
vyrokové logiky je bezesporny. |

Véta 1.6 (Minimalnost systému) Hilbertovsky axiomaticky systém vijrokové logiky je minimdlni.

Dukaz: (ndstin) MnoZina M bude obsahovat axiomy A1, A2 a A3 a dale formuli
A-((A-B) -~ B)),

kterd je uplatnénim véty o dedukci na pravidlo Modus Ponens.

Jeden prvek mnoziny, nazvéme ho P, znegujeme (tedy formuli P nahradime v mnoziné jeji
negaci - P) a zjistime, zda je takto upravend mnozina formuli nesplnitelna. Pokud ano, znamena
to, Ze formule P je odvoditelna z ostatnich formuli mnoZziny M (odvozena formule P je ve sporu
s pfidanou formuli -P) a je tedy nadbyte¢na. Nesplnitelnost zjistujeme metodami sémantické
analyzy.

Tento krok provedeme postupné pro vSechny formule v mnoZziné M. KdyZ ani jedna z upra-
venych mnoZin formuli neni nesplnitelna, pak je systém minimalni. |

Poznamka: Pfi pouZzivani axiomatického systému obvykle staci, aby byla minimalni mnozina
axiomt. Pak se minimélnost mtize dokazovat , uvnitt systému” tak, Zze v mnoziné axiomi je-
den nahradime jeho negaci, a pak odvozujeme formalni teorii' pomoci odvozovacich pravidel.
Pokud dojdeme ke sporu, nahrazovany axiom je nadbyte¢ny a miiZzeme ho vyfadit (protoze je
odvoditelny z ostatnich axiomt a pravidel).

1.3 Alternativni konstrukce dukazu

Definice 1.2 Diikaz formule F' z dokazatelnych formulf je konec¢nd posloupnost formuli Ay, Asa, ..., Am
dokazatelnjjch v Hilbertovském axiomatickém systému vijrokové logiky, kde F' = A,, a pro kaZdé i
{1,...,m} plati pro A; nékterd z téchto moZnosti:

o A; je logicky axiom,

o A, je véta (pravidlo) Hilbertovského axiomatického systému vijrokové logiky,

» A, vznikla pouZitim véty o dedukci na néktery predchozi clen posloupnosti,

o A, vznikla pouZitim odvozovactho pravidla Modus Ponens na nékteré dva predchozi cleny posloup-
nosti.

IFormalni teorie je teorie budovand bez specialnich axiomti, tedy pouze nad formalnim systémem. Je to mnoZina viech
vét dokazatelnych v tomto formalnim systému, tedy véetné jeho axiomt.
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Pod pojmem formule dokazatelnd v Hilbertovském systému vijrokové logiky zde budeme chapat
vztah Py, P, ..., P, + F,tedy nejen samotnou formuli, ale i pfedpoklady urcujici jeji splnitelnost.
Na kazdém fadku musi byt pravé jeden symbol dokazatelnosti + . Pokud pouzijeme kterékoliv
pravidlo na predchozi ¢leny posloupnosti dikazu, véetné pomocnych (kromé véty o dedukci),
musime do mnoziny takto vytvofené formule zafadit pfedpoklady vSech formuli, na které jsme
pravidlo pouzili.

V tomto typu diikazu se s vyhodou pouZziva véta o dedukci, coZ si ukdZeme na nésledujicim
ptikladu (je to dikaz pomocného odvozovaciho pravidla tranzitivity implikace).

Piiklad 1.9

Dokazte platnost vztahu A - B, B - C + A — C (viz str. 3, pomocné odvozovaci pravidlo
tranzitivity implikace TI)

1. + (B->C)>(A-(B-0)) Al

2.B->C + -A->(B-0) VD(1)

3. r (A-(B-0)->((A-B)->(A-0)) A2

4. B-C + (A-B)-(A-0) MP(2,3)

5 A-B,.B-C + A-C VD(4)
Piiklad 1.10

TentyZz vztah mtizeme dokéazat také jinak, pouze s pomoci jiz dokdzané formule P +~ P, véty
o dedukci a pravidla Modus Ponens:

1. A-B - A—- B dokédzana formule
2.B-C +~ B-C dokédzana formule
3. A-B,A ~ B VD)
4. A-B,AB-C +~ C MP(2,3)
5. A-B,B->C + A-C VD(4)
Piiklad 1.11

Dokazte platnost vztahulf - B = U, A + B (viz str. 3, pomocné odvozovaci pravidlo oslabeni
PO)

Proni mozZnost: Druhd moZnost:
.U v+ B P¥l .U+ B P¥l
2. v+ B> (A-DB) Al 2. + B->(A-B) Al
3. v+ A-B MP(1,2) 3. U - A-B MP(1,2)
4. U,A + B VD(@3) 4. A+ A dokazana formule
5 UA + B MP(3,4)

Véta 1.7 Ke kazdému ditkazu formule z dokazatelnyjch formuli existuje ekvivalentni ditkaz z predpokladii.

Dtikaz: Dtikaz provedeme matematickou indukci.
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Bize indukce: Prvnim Elenem posloupnosti je bud’ logicky axiom, nebo ptedpoklad nebo jiz doka-
zana véta (pravidlo). Logicky axiom je dokazatelny (sam ze sebe), také pro kazdou dokazanou
vétu existuje dlikaz z pfedpokladii, uvedeni této véty je pouze zkracenim celého dikazu. Pfed-
poklady stejné jako u ditkazu z pfedpokladi pouze omezuji mnozinu valuaci, ve kterych musi
byt vysledna formule splnitelna.

Predpoklad indukce: Pfedpokléddejme, Ze véta plati aZz ke k-tému ¢lenu posloupnosti dtikazu z do-
kazatelnych formuli.

Krok indukce: Pro k + 1-ni ¢len této posloupnosti plati jedna z téchto moznosti:

* je to logicky axiom, pfedpoklad nebo jiz dokdzana véta. Zde postupujeme jako u béze
indukce.

e tato formule vznikla uplatnénim véty o dedukci na néktery predchozi ¢len posloupnosti.
Korektnost pouziti véty o dedukci vyplyva z diikazu této véty a z Postovy véty (z dokaza-
telné formule vznikne uplatnénim VD opét dokazatelna formule).

¢ formule vznikla uplatnénim pravidla Modus Ponens na nékteré predchozi dva ¢leny po-
sloupnosti. Protoze MP zachovéava splnitelnost, plati:jestlizelf; - A - Bazarovenlds + A,
pak také Uy Ul +— B (sjednoceni mnozin pfedpokladt omezi mnoZzinu valuaci, ve kterych
musi byt B splnitelnd, na pouze ty valuace, ve kterych jsou splnitelné vsechny predpoklady
z obou mnozin). o

Tim je dokazana korektnost tohoto typu diikazu, tedy pokud je jeho pouziti pro danou formuli
vyhodnégjsi, mizeme ho volné pouZit.

1.4 Hilbertovsky axiomaticky systém predikatové logiky

Jazyk Hilbertovského axiomatického systému predikatové logiky piejimame z predikdtové logiky
prvniho ¥adu, kromé spojek konjunkce a disjunkce a existenéniho kvantifikatoru (existen¢ni
kvantifikator 1ze definovat pomoci obecného kvantifikatoru a negace), znac¢ime ho Ly, .

Logickych axiomii je pét. Prvni tii pfejimame z Hilbertovského systému vyrokové logiky, zby-
vajici dva jsou uvedeny v tabulce 1.4.

A1,A2,A3 | Axiomy pfejaté z Hilbertovského systému vyrokové logiky, viz str. 1
Ad | + VA - A(zft) A4 (axiom specifikace)
A5 | + Vz(A— B)—> (A—-VzB) | A5 (axiom kvantifikace implikace)

Tabulka 1.4: Axiomy Hilbertovského axiomatického systému predikatové logiky

Narozdil od axiomil pro vyrokovou logiku tyto axiomy maji sva omezeni:

1) Pro axiom A4: term ¢ musi byt substituovatelny za z.

2) Pro axiom A5: z nesmi byt volnd proménna v A.

Odvozovact pravidla jsou dvé — Modus Ponens definované vztahem 1.1 na str. 1, a dale odvozovaci

pravidlo generalizace (zna¢ime G):
A + VzA (1.7)

Definice 1.3 Diikaz formule F z predpokladii Py, P, . . ., P, je konecnd posloupnost formuli Ay, ..., Ay,
jazyka Ly, kde F = A, a prokazdé A;, i € {1,...,m}, plati nékterd z moZnosti:
o A;e{Py,...,P,} (1. je to néktery z pFedpokladii),

o A, je logicky axiom,
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o A, vznikla pouZitim odvozovaciho pravidla MP na nékteré predchozi cleny posloupnosti,
 A; vznikla pouZitim odvozovaciho pravidla G na néktery predchozi ¢len posloupnosti.

Diikaz formule F' (tj. bez pfedpokladii) je definovan stejné, jen n = 0.
Ve, co jsme definovali a dokazali v Hilbertovském axiomatickém systému vyrokové logiky,
prejimédme, a budeme se zabyvat pouze vétami, které se tykaji predikatové logiky.

Piiklad 1.12
Dokazte platnost vztahu A - B + VzA - VaB
1. A- B Prl
2. VaA— A A4
3. VeA- B TI(1,2)
4. Va(VzA - B) G(3)
5. Va(VzA - B) » (VoA - VYzB) A5
6. VoA — VaB MP(4,5)
Ptiklad 1.13
Tentyz vztah dokaZeme diikazem z dokazatelnych formuli:
1. A-B + A->B dokéazana formule
2. F VzA- A A4
3. A-B + VzA-B TI(1,2)
4. A-> B, VA + B VD(3)
5. A= B,VzA + VaB G®4)
6. A B + VzA->VuB VD(5)
Ptiklad 1.14
Dokazte platnost vztahu A - B + A — VB (x nenivolna v A)
1.A-B Prl Toto je pomocné odvozovaci pravidlo
2. Vz(A - B) G(@1) zavedeni obecného kvantifikitoru, zna-
3. V(A > B) - (A > VaB) A5 ¢ime ZV.
4. A->VaB MP(2,3)

1.5 Vlastnosti Hilbertovského systému predikatové logiky

Opét dokdzeme korektnost a tplnost systému.

Véta 1.8 Formule dokazatelné v Hilbertovském axiomatickém systému predikdtové logiky jsou prdvé lo-
gicky platné formule predikitové logiky, tedy pro kaZdou formuli predikitové logiky plati

FA e e A (1.8)
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Dikaz:
=" — korektnost

Korektnost logickych axiomtt A1, A2 a A3 a odvozovaciho pravidla MP jiz byla dokdzana pro
vyrokovou logiku, rozsifeni ditkazu na predikdtovou by bylo mozné provést nepfimym diikazem.
Dale je potieba dokazat korektnost axiomti A4 a A5 a odvozovaciho pravidla Generalizace. Dtikaz
korektnosti konstrukce ditkazu mtizeme také piejmout.

Axiom A4, VxA(z) ~ A(z/t) (dikaz sporem):

Ozna¢me a prvek univerza diskurzu, ktery vznikne vyhodnocenim termu ¢ ve struktufe
S. Jestlize VzA(x) + A(z/t) neplati, znamena to, Ze formule Yz A(z) ma v této struktufe
hodnotu true a formule A(z/t) hodnotu false (vyplyva z definice implikace). V tom p¥ipadé ale
I(A(zft)) = I(A(x/a)) = false, coz je ve sporu s platnosti formule Yz A(z).

Obdobné 1ze dokazat také platnost axiomu A5 a odvozovaciho pravidla Generalizace.
=" —tiplnost

Méme dokazatelnou formuli predikdtové logiky + A. Podle této formule vytvofime vy-
rokovou formuli B tak, Ze provedeme skolemizaci, pfevedeme formuli A do klauzulérni formy,
oddélime prefix s kvantifikatory a za atomické formule s (vazanymi) predikatovymi proménnymi
dosadime (substituujeme) vyrokové proménné. Pokud za rtizné atomické formule (lisici se pre-
dikatem nebo predikatovymi proménnymi) dosadime rizné vyrokové proménné, staci dokazat
uplnost pro takto ziskanou formuli B, coZ jsme ucinili dfive pro Hilbertovsky axiomaticky systém
vyrokové logiky.

Dtikaz dplnosti Hilbertovského systému predikatové logiky jsme tedy timto zptisobem pie-
vedli na dtikaz tplnosti Hilbertovského systému vyrokové logiky. o

Poznidmka: Pravidlo Generalizace se ma sprdvné psat takto: +~ A[S] = F VzA[S],
tedy splnitelnost A se vztahuje k urcité struktufe. Neplati vSak véta + A — VzA, viz diikaz
niZe. Pro¢ tedy miizeme pouzivat pravidlo Generalizace? ProtoZe toto pravido sice nezachovava
splnitelnost, ale zachovava alespon logickou pravdivost — dokazatelnost (z dokazatelné formule
vytvoii dokazatelnou formuli), coz ndm staci. Jen si musime davat pozor na kombinovani véty
o dedukci a pravidla Generalizace.

Véta 1.9 Neplati - A— VzA.

Diukaz: Necht'univerzum diskurzu obsahuje prvky a, b (a pfipadnéidalsi) takové, ze I (A(z/a)) =
true a I(A(x/b)) = false.? Pak ale neni platna formule Yz A (protoZe A nenf interpretovana jako
true pro vSechny hodnoty z, jen pro nékteré), a dokonce je kontradiktoricka, tedy I(VzA) = false
projakékoliv ohodnoceni. Ze sémantického vyznamu implikace vyplyva, ze [ ((A - VazA)(x/b)) =
false, tedy A - Yz A nemtize byt logicky platna. O

2Pro ptipomenuti: zapis I(A(x/a)) znamena, Ze ve formuli A dosadime (substituujeme) za vechny vyskyty prediké-
tové proménné x hodnotu a (zde se jedna o prvek univerza diskurzu).



Kapitola

Gentzenovsky formalni systém

Autorem Gentzenovského formdalntho systému je matematik Gerhard Gentzen (viastné Gerhard Karl Erich
Gentzen). Gentzen byl po nékolik let asistentem Davida Hilberta, po Hilbertové odchodu pokracoval v jeho
prici a kromé jiného vytvoril formdlni systém postaveny na odlisné bazi neZ pivodni Hilbertiiv.
Gentzenovsky systém je uvddeén jako predpokladovy, v jiné literatute jako axiomaticky. Pokud jde o to,
zda miiZeme pouzivat i jinou formu ditkazu neZ diikaz p¥imy, pak v Gentzenovském systému je sice
pouZivin pouze primy ditkaz (prip. z predpokladil), ale protoZe postup ditkazu formule bez predpokladii
je vlastné dudlni k postupu konstrukce sémantického tabla dokazované formule, Ize jako pomiicku nejdiiv
zkonstruovat tablo coby neprimy diitkaz a pak dualizact vytvofit primy diikaz v Gentzenovském systému.

Moznd proto se tento systém pohybuje ,,na pomezi” mezi predpokladovymi a axiomatickymi systémy.

V této kapitole si nejdiiv ptipomeneme proces dualizace, potom definujeme Gentzenovsky systém
vyjrokové logiky, dokdZeme jeho korektnost a 1iplnost a pak totéZ provedeme pro predikitovou logiku.

2.1 Dualizace

Podivejme se na nasledujici dvé tabulky:

|A| B A&B]| uvlv]uvv]
0] o0 0 1]1 1
011 0 110 1
110 0 0|1 1
1)1 1 010 0

Tabulka 2.1: Sémanticka tabulka pro konjunkci a disjunkci

Jsou to tabulky pro konjunkci a disjunkci, které jisté kazdy zna. KdyZ se pozornéji podivame
na obsah tabulek, zjistime, Ze tam, kde je v prvni tabulce 0, je v druhé tabulce 1 a naopak. Proto
o logickych spojkach konjunkce a disjunkce fikame, Ze jsou navzijem dudalni.

Pod pojmem dualizace obecné rozumime dvojici prvki, které maji stejnou zédkladni strukturu,
ale jednotlivé odpovidajici ¢asti této struktury jsou v uréitém smyslu navzijem inverzni s tim, Ze
podle jednoho prvku dokazeme sestrojit druhy a naopak. Dualizovany prvek budeme odliSovat

hornim indexem P.

13
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V pfipadé dudlnich logickych spojek konjunkce a disjunkce v tabulce 2.1 je dualiza¢ni operaci
(faktorem) operace negace. V tabulce pro disjunkci mtizeme provést substituce

U=AP=-4,
vV =BP =B,
(UvV)=(A&B)P =~(A&B)=(-Av-B) = (AP v BP).

K formuli A & B je dudlni formule -A v -B. Pokud postup, ktery jsme pouzili na druhou
tabulku, pouZijeme na tabulku prvni, zjistime, Ze k formuli U v V' je dualni formule -U & -V

Jak k dané formuli vytvofit dudlni formuli? MZeme tuto formuli prosté znegovat. Pokud
ale je formule v konjunktivni normalni formé', mame praci mnohem jednodussi. Stadi viechny
literaly znegovat a zaménit navzajem logické spojky konjunkce a disjunkce. Vysledna formule
je v disjunktivni normélni formé&?. V p¥ipadé predikatové logiky také mtizeme dualizaci provést
prostym znegovanim formule.

Piiklad 2.1
Kformuli (A < B) & C & (C' - -B) & A najdéte dudlni formuli.

Formuli ptevedeme do KNF: (-Av B) & (-BVv A) &C & (-Cv-B) & A
Provedem dualizaci: (A & -B) v (B &-A)v-Cv (C &B)v-A

Vsimnéme si, Ze zatimco ptivodni formule byla kontradikce, formule k ni dudlni, kterou jsme
vytvorili, je tautologie (mtizeme ovéfit napfiklad sémantickym stromem).

Véta 2.1 Pro kazdou formuli A plati: je-li A logicky platnd, pak je AP nesplnitelnd, je-li A nesplnitelnd,
pak je AP logicky platnd.

Diukaz: Platnost véty plyne ze samotného procesu dualizace, kdy formuli znegujeme. Negace
logicky platné formule je formule nesplnitelna, negace nesplnitelné formule je formule logicky
platna. O

2.2 Gentzenovsky systém vyrokové logiky

Gentzenovsky systém budeme probirat pouze v zakladni formé, jako ukazku toho, Ze existuji sys-
témy s ponékud jednodussim zptisobem konstrukce ditkazu. Z toho diivodu si definujeme pouze
ptimy dtikaz bez predpokladii, protoze predpoklady znemoziiuji jednodussi metodu konstrukce
diikazu a je potfeba postupovat ,klasickou cestou” stejné jako u dfive definovanych formélnich
systém.

Jazyk Gentzenovského systému vyrokové logiky budeme znacit Lg, pfejimame jazyk vyrokové
logiky véetné vsech logickych spojek. Kromé formuli samotnych zde budeme pracovat s mnoZi-
nami formuli. Prvky mnoziny formulijsou pochopitelné formule (mtiZe byt ale i prazdnd mnozina),
ze syntaktického a sémantického hlediska je mezi formulemi v mnoziné vztah disjunkce.

Logicky axiom (schéma) je jediny, je to mnozina formuli ¢ obsahujici nékterou vyrokovou
proménnou ijeji negaci— 3Ip: (p eU) & (-p € U). Protoze je mezi prvky mnoziny formuli vztah
disjunkce, mnozina U pfedstavuje formuli p v —p v ..., kterd je tautologie.

IFromule vyrokové logiky je v KNF, pokud je tvofena podformulemi spojenymi konjunkcemi, v podformulich se
vyskytuji pouze disjunkce, a negace jsou pouze pf¥imo u literdlii. Pod pojmem literdl rozumime vyrokovou proménnou
nebo jeji negaci.

2Formule vyrokové logiky je v DNF, pokud je tvofena podformulemi spojenymi disjunkcemi, v podformulich se
vyskytuji pouze konjunkce, a negace jsou pouze pfimo u literalc.
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Odvozovact pravidla jsou v tab. 2.2.

Nizev | Predpis ‘
a =01V oy
a-pravidlo | Y u{aq, a2} + Uu{a} = —(-a1 & -az)
= Q1 = Q2
B =P & B2
B-pravidlo | Uy u{p1}, U U{B2} + UrulUuU{B} = (=1 V)
==(f1 > -B2)

Tabulka 2.2: Odvozovaci pravidla v Gentzenovském systému vyrokové logiky

Neni nahoda, Ze odvozovaci pravidla Gentzenovského systému jsou nazvana stejné jako pra-
vidla pouzivand v sémantickém tablu. Konstrukce pfimého dtikazu je totiz v tomto systému
duélni ke konstrukci nepfimého ditkazu pomoci sémantického tabla. Odvozovaci pravidla sys-
tému jsou dudlni k pravidlim tabla (je zaménéna konjunkce a disjunkce a literdly jsou znegovéany
- to znegovani se v obecném predpisu neobjevi), a totéZ plati i o axiomu a obecné o mnozinach
formuli (zde jsou prvky mnoziny spojeny disjunkci, v tablu je to konjunkce, zde vyzadujeme, aby
byl axiom logicky platnd mnozina, v listech sémantického tabla musi byt nesplnitelna mnozina
formulyi).

Definice 2.1 Diikaz formule F' je konec¢nd posloupnost mnoZin formuli Ay, Ay ..., A, jazyka Lg, kde
Ay ={F}aprokazdéiec{1,...,m} plati pro A; nékterd z mozZnosti:

o A, je logicky axiom,
o A, vznikla pouZitim odvozovactho pravidla (o, 3) na pfedchozi ¢leny posloupnosti.

Pti konstrukci dtikazu miZzeme jako pomtcku vyuZzit sémantické tablo:

* vytvofime nepfimy ditkaz formule pomoci sémantického tabla (tj. formuli negujeme a vy-
tvofime sémantické tablo pro tuto negaci),

e sestavime dudlni tablo — sémantické tablo obratime listy vzhiru a kofenem dolti a vSechny
mnoziny formuli v uzlech tabla znegujeme (provedeme dualizaci formuli v mnoZinach
v uzlech tabla),

¢ mnoZiny formuli v dudlnim tablu pfepiSeme do fadkového diikazu tak, Ze postupujeme od
listi stromu a mnozinu formuli kazdého uzlu zafadime do diikazu tak, aby byla uvedena
az po mnozinach formuli z pfedchiidct tohoto uzlu (tedy postupujeme od listi ke kofeni
stromu).

Pfiklad 2.2
Dokazte vétu (Av B) v ((Av -B) &-A).

Nejdfiv sestavime pomocné struktury — sémantické tablo a dudlni tablo.

Radkovy dikaz:

1. A B, A, -B axiom 4. A, B, (Av-B)&-A B2.3
2. A, B, Av-B a1 5. AvB, (Av-B) &-A vy
3. A B, -A axiom 6. (AvB)Vv((Av-B)&-A) o
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-((AvB) Vv ((Av-B) &-A)) A, B, A -B
a a
-(AvB), -((Av-B) &-A) A, B, Av-B A, B, -A

a N

~A, =B, ~((Av -B) &-A)

N

A, B, (Av-B) &-A

«
~A, ~B, ~(Av-B) A, B, A AV B, (Av-B) &-A
: :
A, ~B, -A, B (AvB)v ((Av-B) & -A)

Obrazek 2.1: Sémantické tablo negace formule a dualni tablo formule

2.3 Korektnost a tiplnost systému

Véta 2.2 Formule dokazatelné v Gentzenovském systému vijrokové logiky jsou pravé logicky platné for-
mule, tedy pro kaZdou formuli vijrokové logiky plati

FA o EA 2.1)

Dtikaz:
=" — korektnost

Predpokladejme, Ze formule A je dokazatelnd v G. Potom existuje jeji fadkovy diikaz a také
dudlni tablo formule a sémantické tablo negace formule.

Korektnost konstrukce popirajictho sémantického tabla negace formule je dokdzana v p¥ikladu
2.3 na str. 17. Dale vyuZijeme vétu na str. 14, ktera ¥ika, zZe formule dudlni k nesplnitelné formuli
je logicky platna.

Sémantické tablo konstruujeme tak, Ze v jeho kofeni je negace dokazované formule. Pokud
jsou v listech stromu nesplnitelné formule, dokazali jsme, Ze formule v kofeni stromu (tj. negace
formule, se kterou pracujeme), je nesplnitelna.

Dualizaci ziskame dualni tablo, které méa ve svém kofeni dokazovanou formuli. Jestlize v lis-
tech sémantického tabla byly nesplnitelné formule, pak v listech duélniho tabla jsou logicky
platné formule a v jeho kofeni logicky platna formule.

Diikaz mtizeme provést pfimo pro fadkovy diikaz v Gentzenovském systému. Pak staci do-
kazat korektnost logického axiomu (jiz bylo naznaceno u jeho definice) a odvozovacich pravidel,
a pak matematickou indukci korektnost konstrukce pfimého ditkazu vychazejici z jeho definice,
stejné jako u dfive definovanych formalnich systémt.

=" —1iplnost

Jestlize A je logicky platnd, pak - A je nesplnitelna a sémantické tablo formule - A se uzavte.
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Potom existuje dudlni tablo, v jehoz kofeni je formule A, a je ekvivalentni nékterému fadkovému
dikazu formule A. Proto formule A je dokazatelna v G. o

Piiklad 2.3
Ukazeme si dtikaz korektnosti a tiplnosti sémantického tabla pro vyrokovou logiku.

1. Korektnost

Predpokladejme, Ze formule I je dokazatelnd sémantickym tablem. = Sémantické tablo
formule —-F ma vsechny vétve uzaviené.

Dale pouzijeme dtikaz matematickou indukci podle hloubky i podstromu sémantického
tabla: Bize indukce: h = 0 (list stromu) — protoZze je kazda vétev uzaviend, v kazdém listu stromu se
nachazi komplementarni par literal(i, ozna¢me je naptiklad p, -p. Mezi nimi je vztah konjunkce
aplati p & —p = false = formule v kazdém listu je kontradikce (nesplnitelna)’.

Predpoklad indukce: Predpokladejme, Ze véta plati pro h = k, k > 0.
Krok indukce: mé&jme podstrom hloubky nejvyse h = k + 1. Jeho kofen ma bud’ jeden (a-pravidlo)
nebo dva (B-pravidlo) nasledniky.

a: kofen postromu je ohodnocen mnozinou formuli U/ U {A;& A2}, jeho néslednik mnozinou
formuli U/ U { Ay, A5 }. Pro néslednika plati indukéni pfedpoklad (hloubka jeho postromu je
k), tedy UUu{ A1, A3} jenesplnitelnd, coZ znamena, Ze bud'U nebo A; nebo As je nesplnitelna.

Proto pfi pfesunu o uzel vyse je bud U nebo A;& A, nesplnitelnd, tedy mnoZina formuli
U U {A1&A,} je nesplnitelna.

B: koten podstromu je ohodnocen mnozinou formuli &/ u {A; v Ay}, jeden naslednik mnozZi-
nou formuli ¢ u {A;} a druhy U U {As}. Oba néslednici maji hloubku podstromu mensi
nebo rovnu k, tedy pro né plati indukéni pfedpoklad a jsou ohodnoceny nesplnitelnymi
mnoZinami formuli.

Z toho vyplyva, Ze bud’ je nesplnitelnd mnoZina ¢ a nebo jsou nesplnitelné obé formule
Ay, Ay. Proto je nesplnitelna i mnozina formulitf u { A; v A5} v uzlu s podstromem hloubky
k+1.

Pokud indukci uplatnime na cely strom sémantického tabla, zjistime, Ze formule —-F v kofeni
tohoto stromu je nesplnitelna, z toho vyplyva, Ze formule F je tautologie.

2. Uplnost

Pro dtikaz korektnosti jsme pouZili techniku diikazu matematickou indukci, zde pouZijeme
diikaz sporem: abychom dokazali implikaci logicky platnd — dokazatelnd, staci dokazat ekviva-
lentni implikaci ~dokazatelnd — -logicky platnd.

Predpokladejme tedy, Ze formule F' neni dokazatelna sémantickym tablem. To znamena, Ze
sémantické tablo formule —F' se neuzavie, v nékterém listu stromu tabla (nejméné jednom) je
splnitelna mnoZzina formuli (staci splnitelnd pro néjakou valuaci, nemusi byt logicky platna).

s vz

Kdyz budeme postupovat obdobné jako u pfedchozi ¢asti diitkazu po stromé od list ke kote-
ndm, pak alespon v jedné vétvi (z onoho ,splnitelného listu” ke kofeni stromu) budou vsechny
uzly ohodnoceny splnitelnymi mnozinami formuli (to plyne z definice konjunkce a disjunkce),
a tedy i kofen celého stromu je ohodnocen splnitelnou formuli, nikoliv kontradikci (je to —F),
proto formule F' nemiiZe byt logicky platnd, neni to tautologie.

3Ptesngji jde o mnozinu formuli, kterd je pro dané ohodnoceni splnitelna pravé tehdy a jen tehdy, kdy# jsou pro toto
ohodnoceni splnitelné viechny formule v mnoZzing, a mnozina {p, -p, . .. } neni splnitelna pro zddné ohodnoceni.
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24 Gentzenovsky systém predikatové logiky

Jazyk Gentzenovského systému predikatové logiky piejimame z jazyka predikatové logiky prv-
niho fadu vcetné vsech logickych spojek, stejné jako u vyrokové logiky zde budeme pracovat
s mnoZzinami formuli, ve kterych je mezi prvky (formulemi) vztah disjunkce.

Logicky axiom (schéma) mnozina formuli &/ obsahujici komplementarni par literalti nékteré
atomické formule p(x1, x2,...,x,), tedy {p(ai,as,...,a,),-p(ai,az,...,a,)} CU.

Odvozovact pravidla jsou v tab. 2.3.

’ Nizev | Predpis ‘
a-pravidlo | Yu{ag, a2} + Uu{a} a=aayVaoy
= —|(—|Oél &—0&2)
= > Qg
ﬂ-pravidlo U1U{ﬁl},UQU{,62} = ul UUQU{ﬁ} ,62,61 &,62
= (=1 Vv =)
= =(f1 = ~f2)

y-pravidlo | U u{3A(z),A(a)} v UU{IFA(z)}
UU{-VA(x),-A(a)} v UU{=VA(x)}
d-pravidlo | Yu{A(a)} v UU{VA(z)}
UU{-A(a)} - UV {-FA(2)}

Tabulka 2.3: Odvozovaci pravidla v Gentzenovském systému predikatové logiky

Definice 2.2 Diikaz formule F je konecnd posloupnost mnozin formuli Ay, As ..., Ay, kde A, = {F}
aprokazdéie{1,...,m} plati pro A; nékterd z mozZnosti:

o A, je logicky axiom,

o A; vznikla pouZitim odvozovaciho pravidla (o, 3, v, 6) na predchozi ¢leny posloupnosti.

P¥iklad 2.4
Dokazte vétu Vo (A(x) - B(z)) » (Ve A(x) - VaB(x)).

Uvedeme zde pouze fadkovy ditkaz, sémantické a dualni tablo si ¢tenaf muize sestavit sam.

1. A(m),-Vax(A(z) - B(x)),~A(m),-VxA(x), B(m) axiom
2. =B(m),-Vx(A(x) - B(x)),~A(m),-VzA(x), B(m) axiom
3. =(A(m) - B(m)),-Va(A(x) - B(x)),~A(m),-VzA(x), B(m) 6(1,2)
4. -Va(A(x) - B(x)),-A(m),-YzA(z), B(m) ~(3)
5. -Va(A(x) - B(x)),~-VaxA(z), B(m) ~v(4)
6. -Va(A(x) - B(x)),~-VaxA(z),VeB(x) 5(5)
7. =Vz(A(z) - B(z)),VxA(z) - VaB(x) a(6)
8. Va(A(x) - B(x)) - (VzA(x) - YaB(x)) a(7)

Véta 2.3 Formule dokazatelné v Gentzenovském systému predikitové logiky jsou pravé logicky platné
formule predikdtové logiky proniho Fadu.

Dikaz: Je obdobny diikazu véty pro Gentzenovsky systém vyrokové logiky. |
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