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Kapitola

Jazyky a regularni vyrazy

1.1 Retézec, mnoZina, jazyk

U kone¢nych automatti je nejmensi (atomickou, déle nedélitelnou) jednotkou, se kterou pracujeme,
signdl (znak). Mnozinu signalti, se kterymi dokaZe konkrétni automat pracovat, nazyvame abeceda
a znacime symbolem X (velké fecké pismeno sigma). Abeceda je vZdy kone¢na mnoZina.

Automaty rozpoznavaji (j. pfijimaji na svém vstupu) posloupnosti signéla (pfipadné znakd;
tyto posloupnosti nazyvame slova) — automaty na vstupu postupné ¢tou signdly a zarovenl méni
svij vnitini stav. Jeden automat obvykle dokdZe rozpoznévat vice takovych slov. Mnozina vSech
slov, kterd dokdZe automat rozpoznat, je jazyk rozpozndvany automatem. Pokud je automat oznacen
A, pak jazyk jim rozpozndvany zna¢ime L(.A).

Obecné (nejen ve vztahu k automattim) je jazyk mnoZinou slov nad danou abecedou.

ProtoZe jazyky mohou byt i hodné rozsdhlé mnoZiny, je tfeba si zédpis jazyka a také jeho slov
vhodné zkrétit. MiZeme pouZit toto znaceni:

e disk —slovo o délce 4 (sklada se ze ¢tyt znakti/signéli)

e ¢ —takto znacime prazdné slovo, tedy fetézec o délce nula (fecké pismeno epsilon)

e a?, a3, a*, ... — potet opakovéni objektu, ktery je takto ,umocnén”, naptiklad a® znamend

slovo aaa (symbol zietézeni , nemusime psat), a’ predstavuje € (pocet signalii a je nula)

e a* —operétor * (Kleeneho operétor, iterace) znamend, Ze objekt, za kterym nésleduje (signdl,
prvky mnozZiny, apod.) mize byt ve slové opakovén, a to jakykoliv pocet krat (muhZe byt
i nula opakovani), za hvézdicku mtiZeme dosadit jakoukoliv nezapornou celo¢iselnou moc-
ninu, tedy a* pfedstavuje mnozinu slov {¢, a, aa, aaa, . ..}

e {a,b,c}* ={e,a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb,be,ca,cb, cc,aaa,aad, ...} (operace hvézditka se provadi
pfes vSechny prvky mnoZziny, kterykoliv z nich mtZe byt pouZit na kterémkoliv misté)

e (abc)* = abcabcabcabe (prvky v posloupnosti na rozdil od prvkd mnoziny nejsou oddéleny

¢arkou, mezi nimi je vztah zfetézeni)

(ab)* = {e,ab, (ab)?, (ab)?,...} = {&, ab, abab, ababab, . . .}

{a,dfg,bb}* = {e, a,dfg, bb, aa, adfg, abb, dfga, dfgdfg, dfgbb, aaa, . ..}
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e am je pozitivni iterace, uvedeny objekt mtize byt v jakémkoliv poctu vyskytd podobné jako
u operace *, ale nejméné jednou, takze at = {a,a?,d?,...}

e operéator pozitivni iterace se z dtivodi snadné zaménitelnosti s jinym operdtorem ¢asto prepi-
suje do tvaru a*a nebo aa*

e operdtor + muZe byt pouZit také jako bindrni: ab + bc napfiklad uréuje mnozinu dvou slov,
ab a be, tedy mnozinu {ab, be}

e tento operator ¢asto uplatriujeme na dva vyrazy, napiiklad (ab)*+ (ba)* pfedstavuje mnoZzinu
slov, ktera odpovidaji bud pfedpisu (ab)* nebo piedpisu (ba)*, vysledkem je mnoZina slov
{e,ab, (ab)?, (ab)?, ..., ba, (ba)?, (ba)3,...}

e (a+b)* ={a,b}* —oba zapisy pfedstavuji mnozinu vsech slov nad abecedou {a, b}

ProtoZe jazyk je vlastné mnoZina slov, miZeme pouZit klasicky matematicky mnoZinovy zépis:
{a'ba’ ; i,j > 0} je totézjako a*ba*.

Piiklad 1.1
Zapis vyrazu je asto mozné minimalizovat (zjednodusit). Napiiklad:

e a?-c = a? (protoZe ¢ je neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci zfetézeni, podobné jako ¢&islo

0 u s¢itani cisel)

a* + ¢ = a* (protoZe vyraz a* uZ v sobé zahrnuje slovo )
(a +¢€)* = a* (zdtvodnéte)

a+ aa)* = a* (zdavodnéte)

ab)t + e = (ab)* (zdtivodnéte)

ab)* + (a+b)* = (a+b)*

2)3 = ¢2¢2a? = af

Piiklad 1.2
Jazyk mtize byt specifikovan také pomoci matematickych operaci. Napiiklad:
e {a® ; n >0} je totéz jako (aa)*, tedy mnozina {e,a?, a, a5, ...}
e {a® ; n > 1} je totézjako aa(aa)*, tedy mnozina {a?,a*,d®, ...}

e {a?" ; n > 0}jenécojiného (!),jednd se o mnozinu {a2’ a2, a?*,a®’,...} = {a',a?,a* d®,...}

{w € {a,b}* ; |w| > 5} je mnozina v8ech slov nad abecedou {a, b}, jejichz délka je vétsinez 5

{w € {a,b}* ; |w| <5} je mnozina vsech slov nad abecedou {a, b}, jejichz délka je mensi
nebo rovna 5, tedy pokud sjednotime tuto a pfedchozi mnozinu, dostaneme:

{w € {a,b}* ; |w| >5}U{w € {a,b}* ; |w| <5} ={a,b}*

{w € {a,b}* ; |w|s = |w|p} je mnoZina vSech slov nad abecedou {a,b} takovych, Zze pocet
znak «a je stejny jako pocet znaku b, j. {¢, ab, ba, aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa, . . .}

{a™b" ; n > 0} oproti pfedchozimu pfidavd podminku na potadi (nejdfiv znaky a, aZ pak
b), tedy: {e, ab, aabb, ...}, do mnoziny nepatfi napiiklad slovo aab ani slovo ba
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e {a't’ ; i,j > 0} prozmeénu stanovuje pouze podminku na pofadi: {e, a, b, aa, bb, ab, aab, abb, . . .},
do této mnoZiny nepatii naptiklad slovo ba

e {a'b’ ; i>2, j > 1} jedefinovano podobné jako predchozi, ale mdme odlisnou spodni hra-
nici pro hodnotu proménnych 7 a j, nejkratsi slovo je aab

Pfiklad 1.3
NapiSeme vSechna slova nésledujicich jazyki kratsi nez 5.

Postup: nejdiiv misto vSech ,proménnych” indext1 * a © dosadime nejniz3i moznou hodnotu,
040

*

tj. napiiklad ve vyrazu a*b* vytvofime slovo a°b” = ¢, pak postupné dosazujeme vy3si hodnoty

v rtiznych moZnych kombinacich.
e ab* + ba = {a,ab,ba, abb, abbb, ...}
e 2-{0,1}* = {2,20,21,200,201, 210, 211, 2000, 2001, 2010, 2011, 2100, 2101, 2110,
2111,...}
o {abt’ ; i,5>1}U{(ab)’ ; i >0} = {abb,aabb,abbb,...} U{e,ab,abab, ...} =
= {abb, aabb, abbb, ¢, ab, abab, . . .}

Zde si vS§imnéme odlisnych spodnich mezi pro proménné ¢, j v obou sjednocovanych ja-
zycich - pokud i > 1, pak @' znamend a™ neboli aa*.

e (10)*01 = {01,1001,...}

e (10)*(01)* = {e,10,01,1010, 1001, 0101, ...}

o {ba‘ct/ ; 0 <i < j}={bch,bchb,...} (viimnéte si, Ze kdyby ve slové bylo jedno a, musela by
nasledovat nejméné dvé b, coz by ale znamenalo, Ze délka slova by nebyla kratsi nez 5)

o {we{a b} ; |wla<|wlp} = {b,bb, abb, bab, bba, bbb, abbb, babb, bbab, bbba, bbb, . ..} (dojazyka
vsak nepatii napfiklad slovo aabb, protoZe neni splnéna podminka |w|, < |w/p)

o {we {a, b} ; |wly=|wlp+ 1} = {a,abb, badb,bba, ...} (viimnéte si, ze ,vedlejsim diisledkem”
podminky je licha délka slov jazyka)

Ukoly
Napiste vSechna slova nasledujicich jazykii krat$i nez 5.

30

o (abe)*

o (a*b)*

e (ab)*c

e (a*b)*c

{(ab)’¥’ ; i>0,7>1}
0*(10)*1

o {a'V ;i,j>0,i<j}

o {we{ab} ; |wlp=|wl+1}
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o {we{ab}”; lwla < |wlp}
o {w-ba' ; wefab},i>1})
o {we{a,b} ; |w| <3}

1.2 Reguldrni vyrazy

YN 2

S reguldrnimi vyrazy jsme se jiz setkali, ted’ se na né zaméfime formalngji.
Ozna¢me pomocnou mnozinu ® = {0, ¢, +, -, %, (, ) }. Mnozina RV (X) vSech reguldrnich vyrazu
nad abecedou ¥ je nejmensi mnoZina slov (fetézct) takova, Ze

e slova se sklddaji ze symbolti abecedy X U @, 3 a ¢ jsou disjunktni,
e )€ RV(X),e € RV(X),a € RV(X) prokazdéa € %,
e jestlize o, f € RV (X), pak taky

(a+pB) € RV(Y),

(- B) € RV(Y),
(@)* € RV ().

Symbol pro zfetézeni se nemusi psat.

Pro operace pouzivané v reguldrnich vyrazech plati podobné pravidla jako pro operace v arit-
metickych vyrazech. Napiiklad operatory - a 4 jsou asociativni a distributivni, 4- také komutativni.
Prvky () a € plni v reguldrnich vyrazech podobnou roli jako v aritmetice nula a jedni¢ka. Téchto

Mev s

vlastnosti l1ze vyuzit pfi Gipravéch sloZitéjsich reguldrnich vyraz.

Piiklad 1.4 ,8<

b+a=a (a"b")" = (ab*)* ={a,b}" = (a+0)"

e-a=a (a+e)* =

e*=¢ (a+¢e)-a*=a*

ab+c=c+ab bb* + ¢ = b*

a(b+c¢) =ab+ac a(ba)*b = ab(ab)* = (ab)*ab

ab* + ab = a(b* +b) = ab* a+ (cb)*a = (¢ + (cb)*) a = (cb)*a

ab* 4+ a(c+d) = a(b* + ¢+ d) aba + (ab)*a = ((ab) + (ab)*)a = (ab)*a

Ukoly

Zjednoduste tyto regularni vyrazy: ’,?\
e ab* +a*(a+¢) e a* +bla+e)-0 e {a,b}*ba + (ab)*ba
e a*b(ab)* + a*b(ab)*bb* o a* +afa,b}*b* e 01(01)*0+ 0*(10)*

e a+ be(be)*a o (ab)*abaa* + ab(ab)*a* e 01(01)*0+ 0*(10)*{0,1}*
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1.3 Urceni jazyka

KdyZ méame sestavit pfedpis jazyka (tj. mnoZiny fetézct) spliiujictho urc¢itou podminku, musime
vzdy zapsat maximdlni mnoZinu vyhovujici dané podmince. Jakykoliv fetézec vyhovujici zadané
podmince musi patfit do takového jazyka.

Piiklad 1.5
Sestavime piedpis jazyka L splrujiciho nésledujici podminku:
e L obsahuje vSechna slova za¢inajici fetézcem aa a koncici symbolem b, je nad abecedou {a, b}:
L = aala+b)*b
= {aa}-{a,0}" - {b}
= {aa-w-b; we {a,b}*}
e slovajazyka L obsahuji nejméné 2 symboly a a maximdlné 10 symbolii b, nad abecedou {a, b}:
L ={we{a,b}* ; |wlg>2, |w <10}
e v prvni ¢asti slova jsou pouze symboly a, v druhé ¢asti slova jsou pouze symboly b:
L = a*b*
{a'V ; i,j > 0}
e v kazdém slové je stejny pocet symbolti a a b, nad abecedou {a, b}:

L={we{a,b}* ; |wla = w]p}

e ve slovech je symbolti « méné neZz symbol b, nad abecedou {a, b}:

L= {w S {(I, b}* ; |w|a < |w|b}

e vsechna slova maji sudou délku, nad abecedou {a, b}:
L = ((a+0b)?*
{w € {a,b}* ; |w| =2n, n € No}
(N povazujme za mnozinu vSech pfirozenych &isel, véetné nuly)
e jazyknad abecedou {a}, pocet symbolii a ve slové je druhou mocninou nékterého piirozeného
¢isla nebo nuly:
L={a" ; n>0}
e jazyk nad abecedou {a, b}, pocet symbolii a ve slové je druhou mocninou nékterého pfirozeného
¢isla nebo nuly:
L= {w € {a,b}* ; |w|, =n? n >0}
e jazyk je nad abecedou {a, b}; slova zatinaji symbolem « a obsahuji sudy pocet symbolu b,
a nebo zac¢inaji symbolem b a obsahuji lichy pocet symbolti a:

L={a-w; |wp=2n,n>0}U{b-w; |wle=2n+1, n>0}
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e slova maji méné symbolii a neZ symboli b, a zdroven stejny pocet symbolii ¢ jako symbolii b,

jsou nad abecedou {a, b, c}:

L = {we{abc}* ; |wle <|wlp}N{w e {a,b,c}* ; |wl.=|w|p}
{w € {a,b,c}* ; |wla < wlp, [wle = [wlp}

kaoly

Sestavte predpis jazyka, kde

1. vSechna slova zac¢inaji pismenem a a pocet symboli b je vétsi nez 5,

2. pocet symbolti a je dvojndsobkem poctu symbolti b,

3. délka slov je nékterou (piirozena ¢isla) mocninou ¢isla 3, jazyk je nad abecedou {a, b},

4. pocet symbolti b ve slovech je nékterou (pfirozena ¢isla) mocninou ¢isla 3, jazyk je nad abe-
cedou {a, b},

5. pocet symbolil a je vétsi nebo roven poctu symbolt b ve slové, a zdroveri délka slov je nejméné
8, jazyk je nad abecedou {a, b},

6. pocet symbolil a je vétsi neZ pocet symbolti b ve slové, a nebo délka slov je nejméné 8, jazyk
je nad abecedou {a, b},

7. jedna se o jazyk pfirozenych binarnich ¢isel nad abecedou {0, 1}; symbolem 0 mtiZe zacinat
pouze jednociferné &islo (tj. jednoznakovy fetézec ,0”), vSechna ostatni slova zacinaji sym-
bolem 1, jazyk neobsahuje prazdné slovo,

8. jedna se o jazyk redlnych binarnich ¢isel s desetinnou teckou nad abecedou {0, 1, -}; pro ce-
lou &ést slova (redlného &isla) plati podminka z pfedchoziho bodu, je nad abecedou {0, 1},
déle nasleduje desetinnd tecka s redlnou casti, v realné casti za desetinnou teckou (také nad
abecedou {0, 1} musi byt alespon jeden symbol.

1.4 Operace nad jazyky

ProtoZe jazyky jsou mnoZziny fetézcti (slov), Ize na nich provadét mnoZzinové a fetézcové operace.

Jazyk reprezentujeme bud mnoZinové nebo vyrazem (konkrétnéji regularnim vyrazem).

Spravné bychom méli pouZivat znaceni operaci odpovidajici reprezentaci jazyka (tj. mnozinové

operace, jako je napfiklad sjednoceni &i prinik, provadét zdsadné na mnoZinovych reprezentacich

jazyki), ale pokud by zptisob reprezentace byl pfili§ komplikovany, mtZzeme od tohoto pfedpisu
upustit. Typicky operaci priiniku budeme pouZivat i u reprezentace jazyka reguldrnim vyrazem.

V nésledujicich definicich budeme vZdy pfedpokladat, Ze jazyky jsou nad abecedou ¥. Nejdfiv

se budeme zabyvat requldrnimi operacemi — sjednoceni, zfetézeni a iterace, které maji blizky vztah

k reguldrnim vyraztm.

30
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1.4.1 Regularni operace

Sjednoceni: Slovo patii do sjednoceni dvou mnozin, jestlize je prvkem alespon jedné z téchto
mnozin. Formalni zapis:

L1UL2:{’LUEE* ; wGLlneboweLg} (11)

Jedna se o jednu z reguldrnich operaci, coZ znamend, Ze md svij obraz v reprezentaci jazyka for-
mou reguldrniho vyrazu. Tam misto symbolu U pouZivdme symbol +.

Piiklad 1.6

e Pokud L; = {abc, aac, cb} a Ly = {baa, cb}, pak
Ly U Ly = {abc, aac, cb, baa}

e Pokud L; = ab* a Ly = cb*, pak
LiU Ly = ab* + cb* = (a+ ¢) b*

e Pokud L; = a* a Ly = {a*" ; n >0}, pak
L1 U Ly = Ly (protoZe zde Ly C L)

e LU = L (prazdnd mnozina zde plni roli neutrdlniho prvku)

Zietézeni: Zfetézeni dvou slov neni tfeba definovat, zapisujemeje u-v, kde u,v € ¥*. Zfetézenim

dvou jazykd je jazyk, jehoZz slova lze rozdélit na dvé ¢ésti — prvni patii do prvniho stanoveného
jazyka, druhd ¢ast do druhého jazyka.

Li-Lo={u-v; uelyve L} (1.2)

Zietézenijazykt provedeme jednoduse tak, Ze po dvojicich zfetézujeme slova téchto jazykt (kazdé
slovo prvniho jazyka postupné s kazdym slovem druhého jazyka).

P¥iklad 1.7
e Pokud L; = {abc, aac, cb} a Ly = {baa, cb}, pak

Ly - Ly = {abcbaa, abeeb, aacbaa, aacch, cbbaa, cbeb}

e Pokud L; = {e,ab} a Ly = {bba, cb}, pak
Ly - Ly = {¢-baa,c - cb, abbba, abcb} = {baa, cb, abbba, abcb}

e Pokud L; = {e,ab} a Ly = {¢, cb}, pak

Ly -Ly={ec-e,e-cb,ab-e,abcb} = {e, cb, ab, abcb}
e Pokud L; = a* a Ly = b, pak

L1 . L2 = a*b*

e Pokud L; = a*a Ly = {a*" ; n >0}, pak
Ly - Ly = a* (proc?)
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e L -{e} = L (prazdné slovo zde plni tilohu neutralntho prvku)

e L -0 =0 (podobné jako kdyZ ndsobime nulou)

Iterace: Iterace (Kleeneho uzédvér) je ndm jiz zndma operace hvézdicka”. Definujme postupné:

L° = {e} (neutrdlni prvek vzhledem k zietézeni) (1.3)

L' = L (1.4)

L" = {wy-we-...-wy ; w, €L, 1<i<n}, n>1 (1.5)

"t = L.L", n>0 (1.6)

L = Purturiu... (1.7)

- G " (1.8)

n=0
Ptiklad 1.8
e L ={a}, pak
L* =a*

e Pokud L = {abc, aac, cb}, pak
L* = (abc + aac + cb)*

e Pokud L = {a®" ; n > 0}, pak
L* = a* (protoZze do L patfiislovo a, z n&j 1ze poskladdat vSechna slova delsi nez ¢)

e (* = {e} (Je to spravné? Pro¢ ano/ne? Napoveéda: dosad'te si do vyse uvedeného vzorce pro
iteraci.)

. {7 = (e}

Ukoly
1. Které z vySe uvedenych regularnich operaci jsou bindrni a kterd z téchto binarnich je komu-
tativni? Jsou asociativni?

2. Jsou dany tyto jazyky:

L1 = {ab}

LQ =a*

L3 = (ab)*

Ly = {a'b' ; i >0}
L5 = {E, bb}

Jak vypadaji nasledujici jazyky?

30
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e [[1ULy e L1-Ls e Lj, L3
L1 UL;s Ly Lo L;
LiUL;j Li-Ls Lz
LUy Ls-Ly Lg

Jak vime z pfedndsek, reguldrni vyraz je takové vyjadieni (zdpis) mnoZiny fetézcti, ve kterém
pouZivdme operace +, zfetézeni a iterace. Zde jsme probrali tfi operace nad mnoZinami fetézcli
— sjednocenti, zietézeni a iteraci, a nazvali jsme je reguldrnimi operacemi. Shriime si nyni vztah
reguldrnich operaci k regularnim vyraztim:

’ Regularni vyraz ‘ Jazyk v mnoZinovém zdpisu ‘

0 0, tedy prazdny jazyk

£ {e} (jazyk obsahujici jen slovo s nulovou délkou)
a, a €X {a} (jazyk obsahujici jen slovo a s délkou 1)
a+p {a} U {B} (sjednoceni)

a-p {a} - {5} (zFetézeni)

()* {a}* (iterace)

Tabulka 1.1: Vztah mezi zdpisem reguldrnich vyrazt a jazykt

1.4.2 Dalsi potfebné operace

Priinik: Do priniku dvou jazykt patii vSechna slova, kterd jsou jak v prvnim, tak (zdroven)
i v druhém jazyce.
Llﬁng{wEE*;wGLl/\weLg} (19)

(vSimnéte si vztahu priniku a konjunkce; v podobném vztahu pro sjednoceni a disjunkce)

P¥iklad 1.9
e Pokud L; = {abc, aac, cb} a Ly = {baa, cb}, pak
LiNLy = {Cb}

e Pokud L; = {abc,aac} a Ly = {baa, cb}, pak
Ll N LQ - @

e Pokud L; = a* a Ly = b*, pak
LiNLy= {E}

e Pokud L; = a*a Ly = {a*" ; n >0}, pak
Ly N Ly = Ly (protoze zde Ly C L)

e LNO=20
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Rozdil: Rozdil dvou jazyki je mnoZina vSech slov, kterd patfi do prvniho z téchto jazykt a
zaroven nepatfi do druhého jazyka.
Ll—ng{wGE*;weLl/\w¢L2} (1.10)

Piiklad 1.10

e Pokud L; = {abc, aac, cb} a Ly = {baa, cb}, pak
Ly — Ly = {abc, aac}

e Pokud L; = {abc, aac} a Ly = {abb, abc, aaa, aab, aac}, pak
L1 — L2 — @

e Pokud L; = a* a Ly = b, pak
LI—LQ:Ll—{s}:aa*

o L-0=1L

Doplnék: Doplnék (komplement) jazyka vzhledem k dané abecedé ¥ je mnoZina vSech slov nad
danou abecedou, ktera do ptivodniho jazyka nepatti. Doplnék jazyka L zapisujeme L nebo L.

LC=TL={wex*;w¢lL} (1.11)

Piiklad 1.11

e Pokud L = {abc, aac, cb}, pak
L =X%* — {abc, aac, cb}

e Pokud L = {w € ¥* ; |w|, > 10}, pak
L={weX*; |w, <10}

e Pokud L = ¥*, pak
L = () (a naopak)

Také zde plati DeMorganovy zdkony:

LtULy = Eﬁfg nebo LtULy = L1NLy (1.12)
LiNnLy = HUE nebo LiNLy = EUE .

MnoZinové operace sjednoceni a priiniku jsou navzdjem dudlni — navzdjem na sebe pfeveditelné
(pokud pouZijeme operaci negace) tak, jak vidime v DeMorganovych zdkonech..

Zrcadlovy obraz: Zrcadlovy obraz (reverze) slova vznikne pfevracenim tohoto slova. V reverzi
jazyka provedeme totéz s kazdym slovem tohoto jazyka.

LR=T={wh; wel} (1.13)




KAPITOLA 1 JAZYKY A REGULARNI VYRAZY 11

Piiklad 1.12

e L = {abc,mnp,e}, pak
LT = {cba,pnm, e}

e Pokud L = a*, pak
LR = a* (zména poradi symbolti neni poznateln4, totéZ plati pro viechny jazyky nad jedno-
znakovou abecedou)

o L ={a"" ; n >0}, pak
L ={b"a™ ; n>0}

o L ={wcw?® ; we {a,b}*}, pak
LR = {wew® ; w € {a,b}*}

Pozitivni iterace: Pozitivni iterace (operace ,plus” je definovdna podobné jako iterace:
Lt = L‘urL?u... (1.14)

- U (1.15)
n=1

Homomorfismus: Morfismus (homomorfismus —je to totéz) je zobrazeni h zachovavajici neutralni
prvek (zde €) a operaci na dané struktuie (u nds zietézeni) v dané abecedé %, tj. splituje homomorfni
podminky:

1. h(e) =¢

2. h(a-w)=h(a)-h(w), acX, weil*
Pokud zobrazeni spliiuje homomorfni podminky, Ize je definovat jednoduseji — pro jednotlivé sym-
boly jazyka. Plati vzorec:

hL) = J h(w) (1.16)
weL
Piiklad 1.13
Najazyk L = {a?b!(ab)'™! ; i > 1} uplatnime homomorfismy h; a hy definované nasledovné:
hi(a) = cd ha(a) = ¢
hi(b) = ¢3 ha(b) = ¢
Potom plati:

hi(L) = {(cd)?c* (cdc®)*t ; i > 1}
ho(L) = {c*2(cc)itt ; i > 1} = {3 ; i > 1)} =3 (3)°
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kaoly

1. Které z vySe uvedenych operaci jsou bindrni a které z téchto bindrnich jsou komutativni?
Jsou asociativni?

2. Jsou déany tyto jazyky:

L1 = {ab}

LQ =a*

Ls = (ab)*

L4 = {aibi ;1> O}

L5 = {8, bb}

Jak vypadaji nasledujici jazyky?

e L1NLs o [y—IL; o I, o LE LE

LiNLy Ly — Ls Lf, L3 LE
LonNLs Ly — Lj L;_ Lf

3. Je dan homomorfismus h definovany nédsledovné: h(a) = 01, h(b) = 10.
e Urcete h(L1), pokud Ly = {¢, aa, ab, aab}
e Urcete h(Ls), pokud Ly = (ab)*
e Urcete h(L3), pokud L3 = a*abb*

1.4.3 Prefixy a postfixy slov

Nasledujici operace ndm umoZznuji pracovat s prefixy (predponami) a postfixy (pfiponami) slov.
Levy a pravy derivat ur¢uji mnoZzinu slov daného jazyka, jejichZ prefixem ¢i postfixem je dané
slovo, levy a pravy kvocient pouZivaji misto jednoho prefixu &i postfixu celou mnoZinu (tedy jiny
jazyk).

Levy a pravy derivdt: Levy derivat jazyka L podle slova x je mnoZzina vSech slov takovych, ze
pokud je k nim zleva operaci zietézeni pfiddno slovo z, patii do jazyka L.

(L) ={we¥* ;z-wel) (1.17)

Pravy derivét jazyka L podle slova z je mnoZina vSech slov takovych, Ze pokud je k nim zprava
operaci zfetézeni pridano slovo z, patfi do jazyka L.

(L)y={weX* ; w-zelL} (1.18)

30

Piiklad 1.14
Pokud L = {(ab)(ba)’ ; i > 2}, pak
o do(L) = {(ab)"" ' (ba)’ ; i > 2}
® Shaa(L) = {(ab)'(ba)? ; i > 2} = {(ab)""*(ba)’ ; i >0}
® Opay(L) = {(ad)*(ba)’ ; i > 0} (viimnéte si, Ze nekterd slova jazyka L do vysledného
jazyka nebyla viibec zafazena)
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Levy a pravyj kvocient: Jedna se o zobecnéni levého a pravého derivatu. Levy kvocient jazyka L
vzhledem k jazyku L, je sjednocenim levych derivatt jazyka L; vzhledem ke vSem sloviim jazyka
L,. Podobné pravy kvocient jazyka L; vzhledem k jazyku L, je sjednocenim pravych derivatt
jazyka L; vzhledem ke vSem sloviim jazyka Lo.

Lo\[1 = {weX*; existujex € Ly tak, Ze x - w € L1}

= {wed (L) ; ze Ly} (1.19)
Li/r, = {weX*; existujex € Ly tak, Ze w -z € L1}

= {wed (L) ; x € La} (1.20)

Mmnemotechnickd pomiicka: z toho jazyka, ktery je ,nize”, bereme prefix (tj. slovo = z vy$e uvedenych
vzorcll). Ten jazyk, ktery je ,vyse”, bude zleva nebo zprava ,osekdn”.

Pfiklad 1.15

Jsou dany tyto jazyky:

Ly = {ab, aab, ac} L3 =a* Ls = (ab)* L7 = {e, abc, ab}
Ly = {a'bc’ ; i >0} Ly = a*b* Lg = (ab)™

Stanovime tyto levé a pravé kvocienty:

e 1,\L2 = {c, cc} (viimnéte si, Ze opravdu jde o kone¢ny jazyk, tiebaze L, je nekone¢ny)

e 1,\L1 = 0 (protoze z4dné slovo z jazyka L, neni prefixem zadného slova jazyka L1; pozor,
nejkratsi slovo z jazyka L, je b, nikoliv ¢)

e 1;\L2 = {a™bc" ; 0 < m < i} (postup: vezmeme slovo z Ly, naptiklad a’bc?, a pouZijeme
jako prefixy postupné slova ¢, a, a?, a, a* zjazyka L3 — v§echna do délky po¢tu symbolti a ve
slové z jazyka Lo, pak dalsi slovo, atd.)

o 1, \2=Lou{ambc’ ; 0 <m <i}u{c ; i> 0} (prvniddst: z Ly zvolime ¢; druhd ¢ést: z
L4 zvolime slova a*; tieti ¢ast: z L4 zvolime a*b)
protoze Lo C {a™bc! ; 0 < m < i}, vysledek mtizeme zjednodusit; jak?

e 1;\L2=LyU{c} (pokud z = ¢, pak ziskdme Lo; pokud = = {ab}, ziskdme {c}; dali slova z
L4 nelze pouZzit)

L L6\L2 = {C}

L L7\L2 = Ly U{e,c}

e L1/ =L U{e, a} (pozor, ted uz potitime pravy kvocient)

o Li/1.={e a}
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1.5

Piiklad 1.16

K vlastnostem jazyku

Jesté si trochu procvic¢ime operace nad jazyky.

Ly ={a't’ ; i,j >0}

Ly = {w e {a,b}* ; |wlq, = |w|p}

LlﬂLQZ{a”b” ; ’I’LZO}

Lt ={ba ;i,j>0}

LY = Ly (kazdé slovo po reverzi opét patti do pivodniho jazyka a naopak)

L1 = (ab)*
Ly = (ba)*
LiNLy= {6}

LiULy = (ab)* + (ba)*
Lt =1L, ¥ =1,

lea*
Ly =10b"
LinNLy={e}

L1 U Ly = a* + b* (pozor, ne (a + b)*, ve slovech budou vzdy bud jen symboly a nebo jen
symboly b)

{a,b}* — L1 = {w € {a,b}* ; |w|y > 1} (proc?)

L =1, L8 =1L,

Ly ={a"c"b" ; n >0}

Ly = {wcwR ;w e {a,b}*}

LiNLy = {acb}

Ly — Ly = {a™c"b" ; n>2} U{e} = L1 — {abc} (vSimnéte si minima pro hodnotu n)
Lit = {b"c"a™ ; n >0}

LY =1L,

L1 =a*

Ly ={a®" ; n >0}

Ly U Ly = Ly (protoze Ly C L)

Ly N Ly = Ly (z téhoZ dtivodu)

Ly — Ly = () (ale naopak by to neplatilo, operace — neni komutativni)

Z ptikladu 1.16 je zfejmé, Ze

a*+b" # (a+b)*

Také bychom si méli ddvat pozor na to, Ze operace zietézeni neni komutativni (nicméné asociativni

je). Naproti tomu operace + m4 stejné vlastnosti jako operace sjednoceni mnozin, véetné vlastnosti

komutativity a asociativity.
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P¥iklad 1.17
Najdeme jazyk L, ktery splriuje danou vlastnost:

o L=L-L

napiiklad: L = {a, b}*, protoze plati {a,b}* - {a,b}* = {a, b}*
jiné moznosti: L = a*, L = (ab)*, L = {e}, L = {w € {a,b}* ; |w|s = |w|p}, atd.
$patné by bylo naptiklad L = {a}, L = {ab,bc}, L = {a®*"}, L = {w € {a,b}* ; |w|s = |w|p+1}

o [ =1L*%

napfiklad: L = a*, protoze jak L, tak i L* obsahuji pravé vSechny fetézce nad abecedou {a}
jiné moznosti: L = {a,b}*, L = {w € {a,b}* ; |w|, = |w|p}, L = {}, atd.
$patné by bylo napiiklad L = {ab,aa}, L = {a"b" ; n >0}, L =a™

o =117

napiiklad: L = {a"b™ ; n > 0}, protoze L* i L™ obsahuji tatdZ slova véetné ¢
jiné moznosti: L = a*, L = {a,b}*, L = {w € {a,b}" ; |w|, = |w|s}, atd. (je tfeba, aby ¢ € L)
Spatné by bylo naptiklad L = {a"b" ; n > 1}, L = {w € {a,b}* ; |w|s < |w|p}

e LNLE =1

napiiklad: L = {a"b" ; n > 1} (v reverzi je opa¢né poradi a a b, v jazycich neni slovo ¢)
jiné moznosti: L = (ab)*ab, L = {abc}
$patné by bylo napiiklad L = (ab)*, L = {a,b}*, L = {w € {a,b}* ; |w|q = |w|p}

o [*=LU{e}

napiiklad: L = {w € {a,b}* ; |w|q < |w|p}, zde nevadi, Ze v L neni ¢
jiné moznosti: L = a*, L = {a,b}*, L = {a"b" ; n > 1}, atd.
$patné by bylo naptiklad L = {abc}, L = {a"b" ; n > 1}

Piiklad 1.18
Najdeme jazyk L, ktery nesplriuje danou vlastnost:
o L=1L"
napiiklad: L = {abc, ba}, protoze L* = {e, abc, ba, abcabe, abcba, baba, baabe, . . .}
Spatné: L = a*, protoZe L* = (a*)* = a* (pozor, v zaddni je ,nespliiuje”)
e LNLE =90

napiiklad: L = {a"b" ; n > 0}, protoZe L i L* obsahuji slovo ¢

$patné: L = {a™b" ; n > 1}, zde opravdu L a & nemaji zddné spoletné slovo, jsou disjunkini
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Ukoly
1. Ke kazdému vztahu napiste jazyk L,, ktery danou vlastnost spliiuje, a jazyk L,,, ktery danou
vlastnost nesplriuje:
o L=LF
o LNL*={e}
o L={ab}*—L
2. Ke vSem vlastnostem z pirikladi 1.16 a 1.18 urcete, zda je nésledujici jazyky spliuji:
e L ={a,b,c}*
o [y = {wcwR ;W e {a,b}*}
o [3= {wwR ; w e {a, b}*}
e Ly=1{a¥ ; n>0}
3. Jedanjazyk L = (ab)*b(ba)* a nasledujici homomorfismy:
hi(a) =01 ha(a) =0
hi(b) = 10 ha(b) = 00
Zjistéte jazyky hi(L) a ha(L).
4. Pfipomerite si, jak je u algebraickych struktur definovana vlastnost komutativity, asociati-

vity a distributivity. Zjistéte, zda je operace zfetézeni distributivni vzhledem k operaci + a
naopak.

5. Je danjazyk L = {vypsat, vylit, vymazat}. Vytvoite:
o« oy \L=dy =
* {pre} - ({wy}\F) =

30




Kapitola

Konec¢né automaty

Kone¢ny automat je jednoduchy matematicky model, ktery se sklddd z fidici jednotky (véetné
stavu), vstupni pasky (vstupni soubor ¢i jind datovd struktura) a ¢teci hlavy. V kazdém kroku tento
automat nacte jeden symbol ze vstupu a ¢innost v tomto kroku je ur¢ena podle tohoto na¢teného
symbolu a momentélniho stavu, spo¢ivd ve zméné stavu.

2.1 Vytvafime konecny automat

Kone¢ny automat lze zapsat celkem tfemi zptisoby:
1. pouzitim plné specifikace s §-funkci
2. stavovym diagramem
3. tabulkou pfechodu
UkaZzeme si vSechny tfi zptisoby. Exaktni postup vytvoreni kone¢ného automatu si ukaZeme pozdéji

(kapitola 2.8 na strané 44), ale abychom mohli sestrojovat uz ted alespori mensi kone¢né automaty,
podivdme se na zjednoduseny postup.

Piiklad 2.1
Vytvotime kone¢ny automat pro jazyk L = a(a(a+b)a)*bb* =a-(a-(a+b)-a)*-b-b* ve viech
tfech reprezentacich.

U mensich automatti je nejjednodussi vytvofit stavovy diagram:

“b
e O
(s)2(2)

d-funkce véetné plné specifikace: (g0, a) = q1 0(q2,b) = qq

A= ({QO7QI> q2, 43, CI4}7 {a7 b}v 57 q0, {Q3}) 5((]1’ CL) =q 5(q47 CL) =q1
6(q1,0) = g3 6(q3,0) = g3
3(q2,0) = qa
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| a|b
Tabulka pfechodi: — q | @1
4 ] 92 | G3
q2 || 94 | 44
a3 93
q4 | ¢1

Zatimco u stavového diagramu a tabulky pfechodi nemusime uvadét plnou specifikaci — fetézec
A = ({9, q1,9,a9}, {a,b}, 0, qo, {g3}), pfi pouziti §-funkce je plnd specifikace nutna. Bez ni
bychom nepoznali, ktery stav je pocatecni a které stavy jsou koncové.

Piiklad 2.2

Sestrojime kone¢ny automat rozpoznévajici cela ¢isla. Pouzivame 1,....9 0,...,9
Cislice 0. .. 9, ¢islo se musi sklddat z alespori jedné ¢islice. Viceciferna
¢isla nesmi zac¢inat nulou. 0

Vytvofime automat se tfemi stavy. Oddélime zpracovani jed-

nociferného ¢&isla ,0” od ostatnich, kterd nulou nesmi zacinat.

Ukoly P
1. Pro néasledujich Sest jazykti sestrojte kone¢ny automat ve vsech tfech reprezentacich: m
(@ a*b (d) (ab)*ba
(b) {0,1}*11 (e) {ab' ; i>1}u{ba’ ; i>0}
() 11{0,1}* () a*-{a,bc}

2. Podle zadani vytvofte zbylé dvé reprezentace daného kone¢ného automatu.

(a) Podle d-funkce vytvofte stavovy diagram a tabulku pfechod:
-Al = ({QO7QIaQ2}a {a7 ba C}: 57 q0, {QMQZ})
9(q0, @) = ¢ 0(q1,¢) = q
3(g0,b) = a2 0(q2,¢) = @1
(b) Podle kazdé tabulky pfechodti vytvofte stavovy diagram a é-funkci s plnou reprezen-
taci automatu:

jol1 | a|b
—A| B|C < q | 1|

B||B|C Q@ | e
+—C D — Q2 q3
~—D D — Q3
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Vsimnéte si, Ze podle druhé tabulky je pocédtecni stav zdroven koncovy (Sipka vede
obéma sméry).

(c) Podle kazdého stavového diagramu vytvoite tabulku pfechodt a é-funkci s plnou re-
prezentaci automatu:

z Yz

3. Sestrojte kone¢ny automat (stavovy diagram) rozpoznavajici redlna ¢isla. Celd ¢ast je podle
zaddani v pfedchozim piikladu, ndsleduje desetinnd ¢drka a pak opét sekvence ¢islic (alespori
jedna, mtiZe to byt i ¢islice 0).

4. Podle stavového diagramu pro redlna cisla vytvofte tabulku pfechodd.

2.2 Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky kone¢ny automat je takovy automat, kde v alespor jednom stavu 1ze na néktery
signdl reagovat vice riiznymi zptisoby. ProtoZe se tento typ automatu Spatné programuje (je tézké
vlozit do instrukci ndhodnost — zvolit jednu z nabizenych cest, a to pokud moZno tak, aby vedla
,spravnym smérem”, do koncového stavu), mtiZze se hodit postup, jak nedeterministicky automat
pfevést na deterministicky se zachovanim rozpozndvaného jazyka.

Piiklad 2.3
Zadany nedeterministicky automat pfevedeme na deterministicky (je ddn stavovy diagram a ta-
bulka pfechodu).

0 0 | o |1
< qo Q1
91~ q1 || 490,92 | 40
< g2

vz

Tento pfevod je nejjednodussi na tabulce piechodti. V nékterych burikéch je vice neZ jedna poloZka,
proto obsah bunék budeme chépat jako mnoziny. Vytvéafime tedy novy kone¢ny (deterministicky)
automat takovy, Ze jeho stavy jsou mnoZzinami stavil ptivodniho automatu.

Novou tabulku pfechodti tedy vytvofime z ptivodni tabulky tak, Ze nejdfiv jak obsah bunék,
tak i stavy v oznaceni fddkt uzavieme do mnoZzinovych zdvorek. Tim ale v nékterych burikdch
(zde v jedné) dostaneme stav, ktery neni v oznaceni Zddného fddku. To napravime jednoduse tak,
Ze priddme novy fadek tabulky s timto oznac¢enim a obsah bunék zjistime sjednocenim fadkh
puvodni tabulky oznacenych prvky mnoziny, se kterou pravé pracujeme:
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{A} .. |{B,C}| ... {A} .. ({B,C)

(B} | {D,E} | ... {ay = (BY| AD.EN | ... | AG H)
(cy | {F} ... |{H I} eyl \4ry /)| .. [\
; (ﬂxéﬁ {DJaéﬁ .. |{G HI}

Miize se stat, Ze sjednocenim mnoZin v burikdch opét vznikne mnoZzina, kterd se nenachazi v oznaceni
zddného fadku. Pak opét vytvofime novy faddek a pro buriky pouZijeme operaci sjednoceni mnozin.
Postup je tedy rekurzivni.

TakZe k ptikladu:
| o |1 H 0 -
© daot | {a} < {ao} {1} 0
{1} | {20, 92} | {0} = {1} {qo, q2} {q0}
< {a2} — {e} 0 0
“ {a0, ¢} | {ntud={a}|[0U0=0

Vlastnost ,byt koncovym stavem” se také dédi v rdmci sjednoceni — pokud alespoii jeden z prvki
mnoziny stavi je v plivodnim automatu koncovym stavem, stdva se koncovym stavem i cela tato
mnoZina.

Uvedeny postup je vlastné zkraceny. Ve skutec¢nosti bychom méli postupovat tak, Ze bychom
jako stavy pouZili vSechny moZzné kombinace stavii a opét operaci sjednoceni mnoZin:

| o |1

< {ao} {@1} 0
{Ch} {QO7Q2} {QO}

— {q2} 0 0
< {0, a1} || {90, 91,92} | {a0}

+ {q0,q2} {q1} 0

/\
* 0 -
— {q1, 2} {q0, @2} {qo0} 0 1 9
— {(JO'/QI:(JQ} {(JOJII:(D} {(JU} 0 ' 0

Ve stavovém diagramu muiZeme vidét, Ze stavy, které jsou oproti pfedchozimu postupu navic,
jsou nedosazitelné z pocatecniho stavu a tedy se nenachdzeji na Zadné cesté pii zpracovani slov
jazyka. Proto je vlastné mtiZeme bez Gjmy na obecnosti z automatu odstranit.
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Ukoly
Uvedené nedeterministické kone¢né automaty reprezentované tabulkami pfevedte na ekviva-
lentni deterministické. Ke kazdému vytvofte stavovy diagram ptivodniho nedeterministického
automatu i vytvofeného deterministického a porovnejte.

| a| b | o | 1 | a | b |
< X || Y — o || 90,91 | 90, q1 — q || 91,62 | @
Y || Z — q q1, 92 "0 2 | Q1,9
Z | X | X, Z — Q@ <~ @ | q2

2.3 Totalni automat

V totalnim (Gplném) automatu Ize v kaZdém stavu reagovat na jakykoliv symbol. Pfi pfevodu (ne-
totdlniho) automatu na totalni vytvoiime novy stav (,,odpadkovy kos”, chybovy stav), do kterého
presmérujeme vSechny chybéjici pfechody. Nesmime zapomenout, Ze poZadavek moZnosti reakce
na kterykoliv symbol se vztahuje také na tento nové pridany stav.

Postup pfevodu na totdlni automat lze pouZit pouze na deterministicky kone¢ny automat,
proto u nedeterministického automatu je prvnim krokem vzdy pfevod na deterministicky.

30

Piiklad 2.4
K zadanému deterministickému kone¢nému automatu vytvofime ekvivalentni totalni automat:

[ alb]e

o[ 4
q1 || 92 | q1

— G2 q2

C

Tento automat urcité neni totdlni — napiiklad ve stavu gg nelze reagovat hned na dva signaly.
Vytvofime novy stav, ozna¢ime jej symbolem () a pfesmérujeme do tohoto stavu vSechny chybéjici
pfechody:

lalb]e

< qllq| 0|0
@l @ a)| 0
||l 00|
0l 0|00
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Piiklad 2.5
V pfikladu 2.3 jsme k nedeterministickému automatu vytvorili ekvivalentni deterministicky. Tento
deterministicky automat nyni ziplnime (pfevedeme na totdlni). Stav {¢2 } neni dosaZitelny z pocate¢n
stavu, proto jej také vypustime.

Abychom trochu zjednodusili znaceni, budeme misto mnozin {...} pouZzivat velkd pismena,
provedeme pfeznaceni:

Piivodni: Preznaceny: Totdlni:
| o |1 o1 | o1
o {a} | {oy | 0 N o A B0 _ o A B0
{a1} || {20: 2} | {q0} B|C|A B|C|A
“ {qo a2} || {a} 0 ~Ccl|B|o ~Cc| B0
Do

Stavové diagramy preznaceného a ztplnéného automatu:

.@/Q/ v\l/v\o/
1 @ 1
01

raY

Ukoly
1. VSechny konecné automaty, které jste v tikolu ¢. 2.2.2 na strané 21 prevedli na determinis-
tické, zupliite (pfeved'te na totalni).
2. Nasledujici konetny automat pfeved te na totalni a nakreslete jeho stavovy diagram (signél
v zéhlavi posledniho sloupce je desetinnd ¢arka):

[o|1,...,9], H@

—A || C B
<B|B| B |D
—C D @ ()
D|E
—E|E| E

™

3. Nasledujici (nedeterministicky!) kone¢ny automat zaplrite.

o]

— A B o,
B|BC| A @

«~—C A, C ‘\

s
w1

30
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2.4 Konecné jazyky

Vsechny kone¢né jazyky jsou reguldrni, proto pro né dokdZeme sestrojit kone¢ny automat.

U kone¢ného automatu pro kone¢ny jazyk byva obvykly pozadavek na rozlisitelnost nacitanych
slov podle koncového stavu, tedy pro kazdé slovo jazyka by mél existovat samostatny koncovy
stav. Pak bez nutnosti porovndvani vstupu s jednotlivymi slovy jazyka snadno zjistime, které slovo
bylo nac¢teno — podle koncového stavu, ve kterém skoncil vypocet.

Postup je jednoduchy — pro kazdé slovo jazyka vytvoiime ,vétev” ve stavovém diagramu.
JestliZze chceme automat deterministicky (opét jde o obvykly pozadavek, pokud tento postup pouZivame
pfi programovéni), staci sloucit pocétky téch vétvi, které stejné zacinaji (konce vétvi nesmime
sloucit, nebylo by moZzné rozpoznat slova jazyka podle koncovych stavii!).

Piiklad 2.6
Podle zadaného kone¢ného jazyka vytvorime konecny automat.

L = {hrad, hrom, polom, ohrada}

() (m)-2 () (x)
h
O OO
—(®)
() (@0) e () 02) ()
() () () (1) )2 +(0)

Daéle chceme, aby automat byl deterministicky se zachovanim moZnosti rozlisit rozpozndvand
slova podle koncového stavu. Prvni dvé slova jazyka zac¢inaji stejnym podfetézcem, tedy zacatky
prvnich dvou vétvi sloucime:

‘H‘Y

@)
(@)~ (o) L (1) ‘H(’ ‘4m
(110) o (05) T (10) 2 (1)~ 129) 2 (am)

Kdybychom netrvali na podmince odliseni slov koncovymi stavy, bylo by mozné sloucit viechny
koncové stavy v jeden, a také stavy g7 a qi2.

V kone¢ném automatu pro kone¢ny jazyk nesmi (a ani nemtize) byt Zddna smycka (cyklus) — kdyby
byla, pak by bylo moZzné tuto smycku jakykolivpocetkrat zopakovat a rozpoznavany jazyk by byl
nekonecny.
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Ijkoly

1. Vytvofte kone¢ny automat pro nésledujici jazyky (deterministicky, a to tak, aby pro kazdé
slovo jazyka existoval jeden kone¢ny stav):

(a) L, = {strom, stroj, vystroj}

(b) Ly = {if, else, elif}

(¢) L. = {read, write, writeall, matrix}
(d) L4 = {delfin, ryba, velryba}

Pozndmka: V piipadé (c) bude koncovy stav vétve pro druhé slovo soucésti vétve pro treti
slovo (pokud vytvofime deterministicky automat). To je v pofddku, vlastnost rozpoznévani
podle koncového stavu zlistava zachovana.

2. Vytvofte kone¢ny automat (stavovy diagram), ktery bude rozpoznavat vSechna slova nad
abecedou ¥ = {a, b, ¢}, jejichz délka je
(a) pravé 3 znaky,
(b) nejvyse 3 znaky (tj. 0, 1, 2 nebo 3 znaky).
Nipovéda: Jde o kone¢né jazyky. Vime, Ze v automatu pro koneény jazyk nesmi byt cyk-
lus, a také vime, zZe pfechody ve stavovém diagramu mohou byt oznaceny vice neZ jednim
znakem.

2.5 Odstranéni nepottebnych stavi (redukce)

Nepotiebné stavy jsou stavy, které nejsou pouzity pfi Zddném tspésném vypoctu (tj. koncicim
v koncovém stavu). Jednd se o stavy

o nedosaZitelné — neexistuje k nim cesta z pocate¢niho stavu,
o nadbytecné — neexistuje cesta z tohoto stavu do jakéhokoliv koncového stavu.

S odstrafiovanim (lépe feceno ignorovanim, neuvedenim ¢i vypusténim) prvniho typu nepottebnych
stavil — nedosaZitelnych — jsme se setkali uz u zkrdceného postupu pro pievod nedeterminis-
tického automatu na deterministicky. Pokud nové fadky tabulky pfechod tvofime jen pro takové
mnoziny ptvodnich stavii, které se jiz vyskytly v nékteré burice, vétSinu nedosaZitelnych stavti
(ale ne vzdy vSechny) automaticky odstraniujeme.

Kdyz chceme odstranit nepottebné stavy, vZdy za¢indme nedosaZitelnymi stavy a aZ potom
odstranime nadbytetné. V obou pfipadech postupujeme rekurzivng, a to bud podle stavového

diagramu nebo podle tabulky pfechodti.

e nedosazitelné stavy: jako bazi (zakladni mnozinu) zvolime Sy = {qo } (obsahuje pouze pocate¢ni
stav), dalsi prvky pfiddvdme ,ve sméru Sipek” v stavovém diagramu, resp. v tabulce pfechodti
ve sméru oznaceni fddku — obsah bunék na fadku, postupné vytvaiime mnoZzinu vsech
stavil, do kterych vede cesta z poc¢ate¢niho stavu o délce max. 0, 1, ..., n krokti (toto &islo je

dolni index u oznaceni vytvafené mnoziny S;);
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o nadbytecné stavy: jako bazi naopak zvolime mnozinu koncovych stavti — Ey = F, dalsi prvky
pfiddvame ,proti sméru Sipek” v stavovém diagramu, resp. ve sméru obsah nékteré buriky
tabulky pfechodi — oznaceni fddku, vytvafime mnoZzinu vSech stavi, ze kterych vede cesta
do nékterého koncového stavu o délce max. 0, 1, ..., n krokd.

P¥iklad 2.7
V zadaném kone¢ném automatu odstranime nedosaZitelné a nadbytecné stavy.

lalb]e
— qo || 91 | 43
Q|39
q2 || 43 q0
g3 || 43
< 44|95 | 92 | g3
<~ g5 || g5

Odstranime nedosaZitelné stavy (do kterych neexistuje cesta z poc¢atecniho stavu):
So ={qo}
St ={q}U{a1,63} ={9,q1,q3} (zestavu gy vede pfechod do ¢; a g3)
S2 =A{q0,q1, 43} U{¢5, a2} = {q0, 01,43, 45, @2}
Sz ={q0,q1,93,¢5, 02} = S2  (konec, v poslednim kroku zadny stav do mnoziny nepfibyl)

V mnoZziné S3 neni stav ¢y, je tedy nedosaZitelny z pocate¢niho stavu a mtizeme ho z automatu
odstranit. V kazdé z mnoZin S;, které jsme postupné vytvorili, najdeme vSechny stavy, které jsou
z pocate¢niho stavu dosaZzitelné po nejvyse ¢ krocich.

Déle zjistime, ze kterych stavi nevede cesta do koncovych stavi. Budeme pracovat jiZ s auto-
matem po odstranéni stavu ¢y.

Ey=F ={q1,q5}

Ey={q,¢:}YU{ew} ={q1,¢,9} (dostaviz Ej vede pfechod pouze ze stavu qp)
Ey ={q1, 45, 90, 42}

Es ={q1,45, 00, 2} = E»

V mnoZziné E3 neni stav g3, to znamend, Ze z tohoto stavu neexistuje Zddnd cesta do kon-
cového a tedy kdyZ tento stav odstranime, neovlivnime vypocet Zddného slova, které automat
rozpozndva. Odstranime tento stav a také vSechny pfechody s nim pfimo souvisejici.

Po odstranéni stavii nepatficich do mnozin S; a E; dostdvdme tento kone¢ny automat:

lalb]e
— qo | ©1
S~ q1 | q1|92 | g
q2 q0
< g5 || g5
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Ukoly
1. Podle zadani nasledujictho automatu vytvoite tabulku pfechodi a stavovy diagram. Potom
odstrarite nepotfebné stavy. Takto upraveny automat pak zupliite (pfevedte na totalni auto-

mat).

A={AB,C,D,E,F}, {0,1,2}, 0, A, {A,C}) s funkci ¢:

5(A,0)=E 5(B,0) =C 5(C,0)=C §(E,1)=E §(F,1)=E
(A, 1)=B 6(B,1)=D i, 1) =c (E,2)=F (F,2)=F
3(A,2)=F (B,2)=FE §(D,2)=C §(F,0)=C

2. K nésledujicimu kone¢nému automatu vytvoite zbyvajici dvé reprezentace — §-funkci a ta-

bulku pfechodi. Potom odstrarite viechny nepotiebné stavy.

/' K8

3. Podle nasledujicich kone¢nych automatt uré¢enych tabulkami pfechodti sestrojte stavové di-
agramy a pak odstrarite vSechny nepotiebné stavy.

[alb]ec | alb]ec
— A Al A|B — qo q4 | 1
B| C — q1 || @ qo
C||C|B @ B|lale
DIA|E|B q3 q4 | q3
+E|B|C|C g4 q3

4. Zamyslete se nad témito pfipady: jak by vypadal jazyk upraveného automatu (bez nepotiebnych

stavil), kdyby do mnoZzin S; nebyly zafazeny Zadné koncové stavy? Jak by vypadal tento ja-
zyk, kdyby do mnozin E; nebyl zafazen pocatecni stav?

2.6 Uzavérové vlastnosti — regularni operace

Ttida jazykii je mnoZina vSech jazykii s danou spole¢nou vlastnosti. Také reguldrni jazyky tvoii
tfidu — tfida regularnich jazykt je mnoZina vSech jazyk, pro které 1ze sestrojit kone¢ny automat.
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Vime, Ze na fetézce 1ze pouZit operaci zfetézeni. Jazyk je mnoZina fetézcti, a tedy na jazyk
miiZeme pouZzit rizné mnoZinové operace (sjednoceni, prinik, doplnék — zrcadleni, substituci),
a také operace odvozené z prédce s fetézci a znaky (signaly) — zfetézeni, déle iteraci (operace
Jhvézdicka”) a dalsi.

Ttida jazykd je uzaviena vzhledem k néjaké operaci, pokud po uplatnéni operace na jazyky
z této tfidy vZdy vznikne jazyk patfici do stejné ttidy.

Postupné si ukdZeme vSechny zdkladni operace, a to na kone¢nych automatech. Pokud jde
o bindrni operaci (uplatiiuje se na dva jazyky), je obvykou podminkou disjunktnost priniku mnozin
stav(i automatti (Zddny stav existuje v obou automatech zaroven).

2.6.1 Sjednoceni

V pfipadé sjednoceni vyuZzijeme celou definici ptivodnich automatti. Pfiddme novy stav a z tohoto
stavu povedeme piechody do vSech stavti, do kterych vede pfechod z pocate¢niho stavu. Novy
stav nam tedy simuluje pouZiti pocdte¢nich stavli v ptivodnich automatech.

Postup si mtiZeme piedstavit tieba tak, Ze vezmeme vSechny pfechody, které vedou z ptivodnich
pocétecnich stavti, a zkopirujeme (ne pfeneseme, ty ptivodni museji ziistat) jejich zacatky (tj. u stava,
ze kterych vychézeji) k novému stavu.

Pokud néktery z ptivodnich pocatecnich stavh patfi i do mnoZiny koncovych stavii, pak také
tuto vlastnost pfiddme novému pocatecnimu stavu.

Oznatme

o A =(Q1,%1,61,q1, F1) je prvni automat,
o Ay = (Q2, X2, 02, q2, F2) je druhy automat,

pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery je sjednocenim jazykt obou automatt, je
A=(Q1UQ2U{so}, X1UZXo, 0, so, F1 UFy),plati, Ze sp ¢ Q1 U Q2, pfechodova funkce:
(5(80,1‘) = 51((]1,1‘) U 52((]2,1‘), T € XU

d ; , T € Xy,
5(7,":1;): l(r?x) TEQl xe 1

Oa(r,x) ; r€Q2,x € Xy
To znamend, Ze prechodovou funkci prakticky pfejmeme z ptivodnich automatti, zména bude jen
na zacatku.

Piiklad 2.8
UkaZzeme si operaci sjednoceni na nésledujicich jazycich a automatech:
Ly = {(ba)'(aUbb) : i >0}
Ly = {a’bad’ ; i,j >0}

Kone¢né automaty pro tyto jazyky jsou nasledujici:

|l —(&)——(8) H
U(J,

— A

a

B
%@ | 9 | o a «~C

OO > =
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A = ({QOa q1, QQ}a {CL, b}a 01, qo, {QOa Q1}) As = ({Aa B, C}a {av b}a 02, A, {O})
61(q0,a) = @1 92(A,a) = A
61(q0,b) = 2 52(A,b) = B
(51(q2,a) = qo (52(3,@) =C
61(q2,b) = 1 52(Ca) =C

Pfiddme novy stav sg a vSechny pfechody z tohoto stavu nasmérujeme a ozna¢ime stejné jako
pfechody z pocatecnich stavi ptivodnich automat.

Postup je nejndzornéjsi na stavovém diagramu, ale je jednoduchy také v tabulce pfechodt -
staci obé tabulky shrnout do jedné a pfidat novy fadek, jehoz buriky budou sjednocenim bunék
na fadcich ptivodnich pocate¢nich stavi a na piislusnych sloupcich. ProtoZe jeden z ptivodnich
pocétecnich stavii (¢o) patfi do mnoziny koncovych stavii, také novy pocéatecni stav sy bude zaroveri

koncovym.
| o | b
< S0 || g1, A | q2,B
— q |Ca q2 )
— q1
q2 q0 q1
AlCa B0
B C
«—C C
A= ({s0,90, 01,92, 4, B,C},{a,b},4,50,{q0,q1,C})
6(s0,a) = d1(qo, a) U d2(A,a) = {q1, A} 6(q2,b) = {a1}
(s0,b) = d1(qo,b) U d2(A,b) = {q2, B} 6(A,a) = {A}
(g0, a) = {q1} 6(A,b) ={B}
(g0, 0) = {2} §(B,a) ={C}
(g2, a) = {qo} 6(C,a) ={C}

Je ziejmé, ze L(A) = L(A;) U L(A3).

Pokud by Zadny z ptivodnich pocatecnich stavli nepatfil do mnoZiny koncovych stavi, pak ani

Ijkoly

stav 59 nesmime zafadit do mnoZiny koncovych stavii! Znamenalo by to, Ze do vysledného jazyka =1
nemad patfit prazdné slovo.
1. PouZijte operaci sjednoceni na ndsledujici kone¢né automaty: /r'n

H@K/f: - 00
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2. PouZijte operaci sjednoceni na nasledujici kone¢né automaty (g3 zdrover koncovy!):

| o [ lalb]e
— qo || 90,492 | Q1 < g3 || 94 | g6
— q1 q2 q4 qs
AP q2 as qs3
< g6

3. Pro oba kone¢né automaty ze zadani pfedchoziho pfikladu a také pro vysledny automat
vytvoite zbylé dva typy reprezentaci — stavovy diagram a J-funkci véetné plné specifikace
automatu.

4. Zamyslete se nad tim, jak by vypadalo sjednoceni vice nez dvou kone¢nych automat.

2.6.2 Zfietézeni

Zietézeni dvou jazykt vytvofime tak, Ze ve vysledném jazyce jsou vSechny mozné fetézce, jejichz
prvni ast je kterékoliv slovo z prvniho jazyka a druhd ¢ast zase kterékoliv slovo z druhého jazyka.
Zalezi na poradi, ¢asti slova nemtZeme pfehodit, ¥idi se pofadim zfetézovanych jazyka.

Piiklad 2.9
Princip zfetézeni jazyk si ukdZeme na téchto koneénych jazycich:
Li = {e,abc,ba}
Ly = {ddb,dc}
Zietézenim téchto dvou jazykt ziskame jazyk L = Ly - Lo:
L ={e-ddb,e - dc,abc - ddb, abc - de, ba - ddb, ba - dc} = {ddb, dc, abeeeb, abede, baddb, badce}

Pfi zfetézeni neni tfeba ve vysledném automatu vytvaret novy stav. Opét vyuZijeme vSechny stavy
a pfechody z ptivodnich automat(i a budeme pridavat nové prechody, které je propoji.

Pfi ukonéeni vypoctu prvni ¢ésti slova (tj. v prvnim ptivodnim automatu) je tfeba ,plynule”
navéazat na vypocet druhého ptivodniho automatu. Proto nové pfiddvané pfechody budou vést
z koncovych stavli prvniho automatu, jejich cilovy stav (stav, do kterého bude sméfovat Sipka
pfechodu) a oznaceni piejmeme (zkopirujeme) od pfechodii z pocate¢niho stavu druhého ptivodniho
automatu.

Pocate¢nim stavem vysledného automatu bude samoziejmeé poc¢atecni stav prvniho ptivodniho
automatu.

Do mnoziny koncovych stavii zafadime

e koncové stavy druhého ptivodniho automatu,

e pokud pocétecni stav druhého automatu byl zarovern koncovym (to znamend, Ze do druhého
jazyka patfilo slovo ¢), pak do mnoZiny koncovych stavli vysledného automatu zatadime
také koncové stavy prvniho ptivodniho automatu.
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Oznacme
o A =(Q1,%1,61,q1, F1) je prvni automat,
o Ay = (Q2,32,02,q2, F) je druhy automat, zde je jiz dtlezité jejich poradi,
pak automat rozpoznévajici jazyk, ktery je zietézenim jazyki obou automatt, je
A= (Q1UQ2, X1UXs, 0, q1, F), koncové stavy:
e F'=Fy, pokude ¢ L(Ay)
o FF'=F1UF,, pokude € L(A3)
(tj. jestliZe v jazyce druhého automatu bylo prazdné slovo, tedy pocatecni stav patfil do mnoZziny
koncovych stavii, znamen4 to, Ze do vysledného jazyka budou patfit i vSechna slova rozpozndvana
prvnim automatem — zfetézend s ¢, 1ze skoncit také ve stavech z Fy)
Ptechodové funkce:
di(r,x) ; re Q1 — Fi,x €3y,
d(r,z) =1 O1(r,x)Uda(qe,x) ; r € F1,x € X1 Uy,
do(r,x) ; r € Qo,x €39
Znamena to, Ze v koncovych stavech prvniho ptivodniho automatu budeme (kromé existujicich
ptavodnich reakci) reagovat stejné, jako v po¢ate¢nim stavu druhého ptivodniho automatu (coz je
podle naseho znaceni ¢s).

Piiklad 2.10
Zfetézime jazyky téchto kone¢nych automati:

| b

a — A
O . A

© -
a

OO > =

Az = ({4, B,C},{a,b},62,4,{C})
d2(A,a) = A
52(A,b) = B
(52(3,@) =C
55(Cra) = C

V automatu A; (prvnim) jsou dva koncové stavy. Z nich budou vést nové ptrechody ke staviim
automatu Ay — ke vSem staviim, do kterych vede pfechod z pocate¢niho stavu A.

Q — g0 || @1, A | g2,B
ECRONEN ORI nf ol

xx% AEas=
B C
«—C C

= ({0, q1. 2, A, B,C},{a,b},6,{C})
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(g0, a) = {q1, A} 6(q1,0) = {B} 6(A,a) = {A} 6(C,a) ={C}
6(q0,0) = {q2, B} 5(q2,a) = {qo} 6(A,b) = {B}
6(q1,a) = {A} 6(g2,0) ={aq1} §(B,a) ={C}

Plati L(A) = L(A;) - L(As).

P¥iklad 2.11
Nyni pouZijeme stejné zadani jako v pfedchozim piikladu, jen obrdtime poradi zfetézovanych
automatt. Musime brat v uvahu to, Ze pocatetni stav automatu, ktery je ted druhy v potadj, je
zéaroven koncovym stavem, coz bude mit vliv také na mnoZzinu koncovych stavi:

| o |®
Al A [B
B|| C

—~C|Caq |

0 ||[Ca q2)

q1

a2 do qn
A" = ({q0, 01,92, A, B,C},{a,b},6,{C, qo, q1})
6(A,a) = {A} §(C,a) ={C,q1} 6(q0,b) = {q2}
6(A,b) = {B} 6(C,b) = {q2} (g2, a) = {qo}
6(B,a) ={C} 5(qo,a) = {aq1} 6(q2,b) = {q1}

Plati L(A') = L(Az) - L(Ay).

Ijkoly

1. Proved'te operaci zietézeni jazykt nasledujicich kone¢nych automatii:

%)

/0\4

—® | ®) —@)
VJ/

2. Proved'te operaci zfetézeni jazykt nésledujicich konetnych automatt — nejdiiv v potadi
podle zadéni (L(A;)-L(Az)) a potom v opa¢ném pofadi (L(.Az)-L(.A;)). Sestrojte také stavové
diagramy.
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At a | b Ay a | b ] c
— 4o || 90,92 | 1 < 43| 94 | 96
<~ q1 q2 q4 qs5
< Q2 q2 qs5 q3
< G

2.6.3 Iterace (Kleeneho uzivér)

Pfi iteraci zietézujeme jazyk sdm se sebou, a to 0x, 1x, 2x, ..., a pak vSechny vysledné jazyky po
zietézeni sjednotime. Formélné to miizeme zapsat nésledovné:

0 .
L* — U Lt
=0

kde L' je i-ndsobné zfetézeni jazyka L sama se sebou (napiiklad pro i = 3 bylo L3 = L - L - L).
Zietézeni jsme jiz probirali.

Pfiklad 2.12
Princip iterace jazyka si ukdZeme na tomto konecném jazyce:
Ly = {abc,ba, cd}

Iteraci ziskdme jazyk L = L7:

L = e, o 0x
abe,ba,cd, ... 1x
abcabe, abeba, abeed, baabe, baba, bacd, cdabe, cdba, cded,  ........ ... ... ... .. 2x
abcabeabe, abcabeba, abcabeed, abebaabe, abebaba, abcbacd, ...} oL ool 3%, ...

Vysledkem iterace je vZdy nekone¢ny jazyk obsahujici prazdné slovo ¢, i kdyby ptivodni jazyk L;
byl kone¢ny a i kdyby prazdné slovo neobsahoval.

Uprava koneéného automatu pfi iteraci spocivé v téchto krocich:
1. vytvofime novy pocatecni stav, piechody z néj vedouci uréime stejné jako ty, které vedou
z ptivodniho pocatecniho stavu,
2. vytvofime nové pfechody umoZziujici ,navrat” z koncovych stavti na pocétek vypoctu (dalsi
slovo z jazyka),

3. novy pocétecni stav zafadime do mnoZiny koncovych stavii (tim zafadime do jazyka slovo €).

Prvni bod je nevyhnutelny pfedevsim tehdy, pokud v ptivodnim automatu vede néktery prechod
do pocétec¢niho stavu a zaroven tento stav nebyl v mnoZziné koncovych stavi; je tfeba zabranit
tomu, aby zafazeni pocdte¢niho stavu do mnoziny koncovych stavti mélo za nasledek rozpozna-
vani takovych slov, kterd do jazyka sprdvné patfit nemaji.
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Oznatme A; = (Q1, %, 01, qo, F1) pivodni automat, pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery je
iteraci ptivodniho jazyka, je

A= (Q1U{so}, X, &, so, F1 U{so}), ptechodova funkce:
di(r,z) ; re@Qr—Fi,z e,
d(r,z) =% o1(r,z)Udi(qo,z) ; 7€ Fl,z € X,
d1(go,x) ; =150, x €2
Nové pfechody povedou z ptivodnich koncovych stavi, a to do vSech stavi, do kterych vede
pfechod z pocéte¢niho stavu. Princip je prakticky stejny jako u dfive probiranych operaci, kopirujeme
pocatky prechodti od pocatecniho stavu se zachovdnim jejich cile i oznaceni (signalu).

Piiklad 2.13

Vytvofime iteraci jazyka ndsledujiciho automatu:
A = ({A4,B,C,D},{0,1,2},61,A,{B, D})

[o]1]2 51(A4,0) = A

SAJA[B]|C 61(A,1) =B

C) < B D|B 01(4,2) =C
cllp 01(B,1)=D

5:1(C,0) = D

Postup:

e Koncové stavy jsou dva. Z kazdého piidame prechody do vSech stavil, do kterych sméfuji
pfechody z pocétecniho stavu.

¢ Vytvofime novy pocatecni stav a pfechody z néj vedouci ,zkopirujeme” z ptivodniho poc¢atecniho
stavu (tj. v novém pocatecnim stavu se automat bude chovat stejné jako v ptivodnim). Tento
krok je sice u vétSiny automatti zbyte¢ny, ale u nékterych nutny — zamezime vzniku smycek
pfes pocatetni stav generujicich slova nepattici do jazyka (takové smycky jsme mohli vy-
tvofit pfedchozim krokem).

e Potom (novy) pocate¢ni stav ozna¢ime jako koncovy, aby automat pfijimal prdzdné slovo e.

jo| 1 |2
os|A] B | C
AlA]T B | ©)
«~B|A|DB|BC
Cc|D
«D|[A] B | C
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A= ({507A7 Ba Ca D}a {07 17 2}a 67 50, {507 Ba D})

5(s0,0) = A 5(A,0) = A 5(B,1) =D
5(so,1) = B 5(A,1) =B 5(B,2) = B
5(s0,2) = C 5(A,2) =C 5(C,0) =D

5(B,0)= A 5(D,0) = A
§(B,1) =B 5(D,1) = B
5(B,2) =C 5(D,2) =C

Kdyby stav A v ptivodnim automatu patfil do mnoziny koncovych stavii, tak by samoziejmé

koncovym stavem ztstal.

Ukoly

1. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je iteraci jazyka nésledujiciho automatu:

./41 H a ‘ b
< qo || 41| 92
— qQ1

qa || 90 | 41

2. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je iteraci jazyka nasledujictho automatu:

o1
—D | D]|E
+—E E

Pro vysledny automat také vytvofte tfeti typ reprezentace — é-funkci s plnou specifikaci.

2.7 Uzavérové vlastnosti — dalsi operace

2.7.1 Pozitivni iterace

Pozitivni iterace je podobna operace jako pfedchozi, ale zatimco iterace znamenad fetézeni 0x, 1x,

2x, ..., pfipozitivni iteraci za¢indme pfi fetézeni aZz 1x, 2x, .... Matematicky zapis obojiho:
o o
L* = U L’L + — U L'L
i=0 i=1

Postup je stejny jako u iterace, ale pokud pocate¢ni stav ptivodniho automatu nepatiil do
mnoziny koncovych stavili (tj. slovo € nepatfilo do jazyka), nebude koncovym stavem ani po

upravé automatu.

Oznatme A; = (Q1, X, 01, qo, F1) pivodni automat, pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery je
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pozitivni iteraci ptivodniho jazyka, je
A= (Ql U {80}, >, 9, so, F), kde F = I, U {80}, pokud qo € F1, jinak F = I.
Piechodova funkce:
h(ryzx) ; re@r— Fl,x €X,
d(r,z) =< o1(r,z)Udi(qo,z) ; 7€ Fl,z € X,
01(qo,z) ; r=s0, T E X

P¥iklad 2.14
Vytvofime pozitivni iteraci jazyka nasledujictho automatu:
A1 =({A,B,C,D},{0,1,2},01,A,{B, D})

[o]1]2 51(A,0) = A
SAA[B]C 51(A,1) =B
< B D|B 61(4,2) =C

C D (51(B,1)ZD
<D 0n(B,2) =B
5(C,0)=D

Pfiddvame pouze nové prechody, poc¢ate¢ni stav nebudeme zafazovat do mnoziny koncovych
stavil, protoZe v ptivodnim automatu také nebylo rozpoznavano slovo e:

T~ 0] 1 | 2
e 0 0 \ 1,2 H
[1 0 (\ /I\ ) —s0 || A B C
7 <:> " All(AT B C)
2 +«B|A|DB]|B,C
C|D
+«DI|A| B C
A: ({SO’A7B707D}7{071)2}767807{B7D})
8(s0,0) = A 5(A,0)=A §(B,1) =D 5(B,0)=A 5(D,0)=A
8(s0,1) =B 5(A,1)=B §(B,2) =B §(B,1) =B §(D,1)=B
5(s0,2) = C 5(A,2)=C 5(C,0)=D §(B,2)=C §(D,2)=C

Pokud ptivodni jazyk L obsahuje slovo ¢, pak plati L* = L™, v opatném ptipadeé se tyto jazyky
nerovnaji a plati L* = LT U {e}.

Ukoly
1. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je pozitivni iteraci jazyka nésledujictho auto-
matu:
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AlHa‘b
< qo || 91| G2
— q1

g2 || 90 | 91

2. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je pozitivni iteraci jazyka nésledujictho auto-
matu:

2.7.2 Zrcadlovy obraz (reverze)

Reverze je prevraceni. Zrcadlovy obraz slova sestrojime tak, Ze je zrcadlové ,pfevratime”, tj. naptiklad
ze slova abcd ziskame slovo (abed)® = dcba. NV

Zrcadlovy obraz jazyka je jazyk obsahujici vSechna slova ptivodniho jazyka, ale pfevracena.
Operace zrcadleni je sama k sobé inverzni — kdyZ slovo (nebo jazyk) revertujeme dvakrat, dostdvdme
ptvodni slovo (jazyk). Zrcadleni mtiZzeme zapsat takto:

LE ={w ; wfe L}

Pokud budeme pii reverzi pracovat s kone¢nym automatem, pfedevsim pfevratime vSechny
cesty, které v automatu existuji (tj. pfevratime vSechny pfechody) a zaménime pocatecni a koncové
stavy.

Daéle musime vyfeSit jeden problém — pocatecni stav musi byt vZdy jen jeden, ale koncovych
stavii mtZe byt obecné jakykoliv pocet. Proto rozlisime dva pfipady — pokud ptivodni automat ma
jen jediny koncovy stav, sta¢i postup naznaceny v piedchozim odstavci. Jestlize vsak mé vice kon-
covych stavili, musime zajistit, aby po reverzi existoval jen jediny pocatecni stav. Proto vytvofime
novy stav, ktery v sobé bude shrnovat vlastnosti ptivodnich koncovych stavii (resp. novych ,pocéte¢nich”
stavil) tykajici se pfechodti, které z nich po reverzi vychazeji.

Pokud pocétecni stav ptivodniho automatu patfil do mnoziny koncovych stavti, bude kon-
covym stavem také pocatecni stav po reverzi.

Oznatme A; = (Q1, X, 01, qo, F1) pivodni automat, pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery je
reverzi ptivodniho jazyka, je D

A = (Q1U{so}, &, 4, so, F'), mnozina koncovych stavii je F' = {qo, so}, pokud ¢y € F}, jinak

F = {q} (zélezi na tom, zda do ptvodniho jazyka patfilo ¢). Pfechodova funkce:
P 61(}?,.’17) =rTc Ev
1) =
(r; ) { t; r=sp,0i(t,x) € Fl,z €%
Na pfechodové funkci vidime, Ze podle prvniho fadku pfedpisu se vSechny piechody obréti
(. zaméni se zdroj a cil pfechodu), podle druhého faddku vytvoiime piechody vedouci z nového
(pocéte¢niho) stavu sg.
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Piiklad 2.15
Provedeme operaci zrcadleni jazyka tohoto kone¢ného automatu:

-/41 = ({q07 q1, 492, Q3}7 {(Z, ba C}, 517 q0, {ql})

H a ‘ b ‘ c 01(q0,a) = q1

— q || @1 | q2 61(q0,0) = @2

— q q 61(q1,¢) =@

q | g3 q 01 (Q2a a) =4qs3

\» a3 a2 01(g2,¢) = o
01(g3,b) = q2

Obratime Véechny prechody. Protoze mame jen jediny koncovy stav, staci pak jen zaménit
pocétecni a koncovy stav (nebudeme vytvéaret novy stav sg). U tabulky se zaméniuji oznaceni fadkt
s obsahem bunék na tomto fadku.

AR = ({QOa q1, 42, q3}> {CL, ba C}a 57 q1, {QO})

la| b | ¢ 51(q1,a) = qo

— Qo 61(g2,b) = qo
— q1 || 90 q1,q2 61(q1,¢) = ¢
(P q0, q3 01(g3,a) = g2

a || @ 61(q1,¢) = g2
61(q2,b) = g3

H a| b \c
—A | C B
«—B D

C A, D
«~D| D

Jsou zde dva koncové stavy. Nejdiiv pfesmérujeme vsechny pfechody a oznac¢ime novy kon-
covy stav, a az v druhém kroku vytvofime novy pocétecni stav podobné, jak jsme pouZili naptiklad
u sjednocenti (tam Slo také o ,simulaci” — nahrazeni dvou pocate¢nich stavii jedinym).

. % - so|| D|AC|B
+— A C
B A

@%@D
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Posledni pifipad, na ktery se podivame, je kone¢ny automat s vice koncovymi stavy, kde také
pocatecni stav patii do mnoziny koncovych stavi.

Piiklad 2.17
Pro operaci zrcadleni je dan kone¢ny automat A; = ({qo, 1,42}, {a, b}, 1,90, {90, 01 })

| alb 61(qo0,a) = q1

< Q|| @1 | g2 51(Q07b) =q2
— q 01(g2,a) = qo
Q@ || q | q 01(g2,0) = ¢

Narozdil od pfedchozich piikladt budou ve vysledném automatu dva koncové stavy. Stav
¢o bude koncovy, protoze v ptivodnim automatu je pofate¢nim stavem, a stav so bude koncovy,
protoze do jazyka ptivodniho automatu patfi slovo ¢, jehoZ pfevracenim je opét slovo € pro jeho
rozpozndni musi byt pocdtecni stav (tj. sg) v mnoZziné koncovych stavi.

Ar = ({50, 90, 91, @2}, {a, b}, 8, 50, {q0, 0 })

| o | b 5(s0.0) = {q0, @2}
< S0 || 90,92 | G2 d(s0,b) = {2}
—q | ¢ §(q1,a) = {qo}
| @ | 6(g2,0) = {qo}
q2 qo0 6(‘](% CL) = {qQ}
6(q1,b) = {q2}

I:Tkoly

1. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je reverzi (zrcadlovym obrazem) jazyka nasledujicik

30

automatu:

OO 1 [o0]1
= 4 TETE

2. Vytvofte kone¢ny automat jazyka, ktery je reverzi jazyka nasledujictho automatu. Pro oba

automaty (uvedeny i ten, ktery vytvofite) sestrojte tabulku pfechodi.
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3. Vytvofte kone¢ny automat rozpoznavajici jazyk L = {g, tisk, tis, sito} tak, aby jednotliva
slova jazyka byla rozpoznavand koncovym stavem (tj. pro kazdé slovo vlastni koncovy stav).
Potom proved'te reverzi tohoto automatu.

4. Vytvorte zrcadlovy obraz jazyka tohoto kone¢ného automatu (mé jediny koncovy stav, ktery
je zdroven pocatecnim stavem):

|al®

< qo || 1| Q2
q1 q2

q2 || 92 | 90

2.7.3 Pranik

Kdyz vytvafime kone¢ny automat pro prinik dvou jazykti pomoci automatt, které je rozpoznavaji,
tak vlastné simulujeme (paralelné) ¢innost obou téchto automatti. Po pfecteni kazdého signélu ze
vstupu provedeme jeden krok v obou automatech zdroven. Ve vysledném automatu jsou proto
stavy uspotddanymi dvojicemi stavi z prvniho a druhého ptivodniho automatu (zaleZi na poradi!).

Oznacme

o A =(Q1,%1,01,q, F1) je prvni automat,

o Ay = (Q2, X2, 02, q2, F2) je druhy automat,

pak automat rozpoznavajici jazyk, ktery je priinikem jazyki obou automatt, je
Ap = (Q1 X Q2, X1 N X2, 6, [q1,¢2], F1 x Fy), kde operace x je kartézskym soucinem uvedenych
mnozin. Pfechodova funkce:

I([p,r],x) = [01(p, z), da(r,x)], kdep € Q1,7 € Q2,x € Lo,z € 1 N X9

Piiklad 2.18

Sestrojime kone¢ny automat rozpoznavajici pranik jazyka nasledujicich dvou automatti:
QO bn STa T bn
— (@@ — )
wb ~ ~_ b
a
&=~

A1 = ({qo,---,a3},{a, b}, 61,490, {q2}) Az = ({po,...,pa},{a,b},02,p0, {Pa})
01(qo,a) = {qo} 01(q2,a) = {g3} d2(po, a) = {p1,p3} d2(p2,b) = {po}
61(q0,b) = {q1} 61(g3,b) = {ga} d2(p1,a) = {pa} d2(p3, b) = {pa}

01(q1,0) = {q1, ¢2} d2(p1,b) = {p1}
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Nejdiiv si vyznacime priibéh ,simulace”. Neni to nutné
(a u slozitéjsitho automatu je to prakticky neproveditelné), H‘4,@ ‘
ale na diagramu lépe pochopime paralelnost obou zpra- N
covani téhoz slova (Cervené jsou spojeny stavy, ve kterych
jsou automaty ve stejném kroku zpracovéni slova) — obrazek . b I
vpravo. Napiiklad pro slovo abbabab paralelné prochazime Hg&'@&'@/l ) 2
dvojicemi stavti [qo, pol, pak [qo, 1], [q1, 1), a2, p1, g3, P2, s y g ,'

[q2, pol, déle [g3, p3] a [g2, p4]

. -
ProtoZe by bylo hodné ndro¢né (a také nedeterminis- @ .

tické a téZko naprogramovatelné) takto vyhleddvat vSechny dvojice stavti, ve kterych se nachazi
vypocet v obou automatech ve stejném kroku, pouZzijeme jinou (trochu ,otrockou”) metodu:

¢ jako mnoZzinu stavli pouZzijeme mnoZinu vSech uspofddanych dvojic, kde prvni prvek je stav
prvniho automatu a druhy prvek je stav druhého automatu,

e vytvoiime J-funkci nebo tabulku pfechodti, ve které zachytime spole¢né pfechody na stejny
signdl v obou automatech,

e odstranime nepotfebné stavy.

Pocdtetnim stavem bude uspofddana dvojice obsahujici poc¢atecni stavy obou plivodnich auto-
matti, koncové stavy budou viechny uspotfddané dvojice, ve kterych jsou oba ptivodni stavy kon-
covymi.

Jednodussi je vyuZiti tabulky pfechodd. Podle tabulek ptivodnich automatt vytvofime ta-
bulku pro vysledny automat (kombinace fadki ve stejném sloupci).

ol o | o [0
— qo || 90 q — Do || P1,DP3
q1 q1,q2 b1 D2 b1
— Q| g3 p2 Po
q3 q2 b3 P4
< P4

Tabulka pfechodti vysledného kone¢ného automatu mé 4 - 5 = 20 fadka:

H a ‘ b (pokracovani) H a ‘ b
— [q0,p0] || 90, 1], [90, P3] [q2, 0] || [g3,p1], [43, 3]

90, 1] [0, 2] [q1, 1] [q2, p1] (g3, 2]

90, p2] (g1, po] g2, p2]

[0, 3] [q1, 4] (42, p3]

[0, P4 < [qo,p4

91, po] (g3, Po]

[q1,p1] [q1, 1], [q2, p1] g3, p1] g2, 1]
[q1, 2] [q1, o], [q2, Po] g3, p2] g2, po]
g1, p3] [q1, P4, g2, p4] (g3, P3] g2, p4]
[q1, 4] (g3, P4l
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Nyni odstranime nepotiebné (tj. nedosaZitelné a nadbytecné) stavy tak, jak jsme se ucili v pfedchozich

kapitoldch, obsah mnozin je pribézné tfidén pro usnadnéni porovnavani.

So = {[qo0, pol}

S1 = {[q0,pol; [q0, P1], [90, P3]}

S2 = {[q0, o], [90, P1]; [q0, P3], [90, P2]; [q1, P1], [q1, P4l }

S3 = {[q0, o), [q0, P1], [90, P2], [q0, P3], [q1. p1], [q1, P4l, [q1, Po), (g2, p1]}

Sy = {[q0,pol; [90, P1], [90, P2, [q0, P3], [q1, o], [q1, P1], [q1, p4l, (a2, 1], (43, p2]}

S5 = {[q0, pol; [90, p1], [90, P2}, [90 P3]; [a1, pol, [q1, 1], [q1, pal; [a2, p1l, (g3, 2] (92, Pol}

Se = {[a0, pol, [90. P1], [90, P2], [q0, P3]. a1, pol, la1, 1], [a1, 4], (g2, Po]; (a2, P1), (a3 p2], las, 1],
[
[
[
[

]

0,

Q3,p3]}

= {lq0, pol, [0, p1]; [90, P2], [90, P3], [q1, Po), (a1, p1), [q1, pal, (2, po), (g2, p1], (43, 1], (a3, p2),
]
]

(90, p1],
3, 3], [q2, p4]}
{ 4o, Po], [q(]apl]a [QO7p2]7 [q07p3]7 [QMPOL [qlapl]a [QIap4]7 [q27p0]7 [q27p1]7 [Q27p4], [q3,p1]7
g3, p2], [g3, p3]} = S7
Odstranili jsme stavy [qo, p4l, [q1, p2], [41, P3]; (92, P2]; (g2, 3], [43, Po], [43, P4], které jsou nedosaZitelné
z pocétecniho stavu. Déle pracujeme s touto tabulkou pfechodti:

I a | b
— [qo,po] || 90, 1], [q0, P3]
[q0, p1] [q0, p2] lq1, p1]
[q0, 2] [q1, o]
[0, P3] [q1, pa]
[q1, po]
lq1, p1] lq1, p1], [q2, p1]
[q1, pa]
[a2,po0] || g3, p1], (93, P3]
g2, p1] (g3, p2]
< [q2,p4]
(g3, 1] g2, p1]
(g3, p2] [q2, po]
g3, 3] [q2, p4]

Odstranime nadbyte¢né symboly (ze kterych neexistuje cesta do koncového stavu):
Eo = {lg2, pa]}

E1 = {[q2, p4]. [g3, p3]}

Ey = {[q2, p4. [a3, p3]; [a2, pol }

E3 = {[g2, pol, [92, p4]; [a3, 3], [g3, 2]}

Ey = {[g2, pol, (92, p1], la2, pa]; [g3. P2], [g3, p3]}

Es = {la2,pol, (92, 1], (92, pal, (g3, p2l; a3, p3], (a1, p1]s [a3, pal}

E¢ = {[q1,p1], [q2, pol, (42, p1], 42, P4l (a3, P1], [43, P2], (43, P3]; [q0, P1]}

E7 = {[QO,pl], [Q1,p1]7 [Q2,p0]a [Q2,p1], [Q2,p4], [Q3>p1]7 [Q3,p2], [Q3,p3], [QO,po]}

Eg = {[qo,po) [q0, p1], [q1, 1], [a2, po). [a2, p1], (a2, 4], [43, p1], [a3, p2], la3, p3]} = Er

Po odstranéni stavii [qo, p2], [q0, P3], [¢1, Po), [q1, p4] dostavame tuto tabulku pfechodti (s ptivodnim
oznacenim stavil a po pfeznaceni na pismena):
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H o | b | a | b
— [q0, po] [q0, P1] — A B
[q0, 1] lq1, 1] B C
[q1, p1] lq1, p1], [q2, 1] C CE
[q2,p0) || lg3,p1], [a3, p3] D | GK
[q2, p1] 43, p2] E H
<~ [q2,p4] «F
[q3, p1] [q2, p1] G E
3, p2] (92, Po] H D
g3, 3] [q2, pa] K F

Stavovy diagram (stavy jsou pfeznacené):

@ )

Ukoly

1. Vytvorfte deterministické kone¢né automaty pro jazyky L; = {if, then, else} a L, = ({if,

iff, elif}, v kazdém z automatt staci jediny koncovy stav pro vsechna slova daného jazyka.
Potom pomoci automatii vytvofte pranik téchto jazyki.

2. Sestrojte kone¢ny automat, ktery je prinikem jazykt nasledujicich automatti (pracujte s ta-

bulkami pfechodt1). Odstrarite vSechny nedosaZitelné a nadbytecné stavy a sestrojte stavovy

diagram.
o1 lo]1
—A|B|A —E F
«~B| C F||F | H
C D +«H|H|H
D| B

Pro kontrolu: po odstranéni nepotfebnych stav(i by mél automat mit osm stavti, z toho jeden
koncovy, jeden cyklus pfes jeden stav a jeden cyklus pfes tfi stavy.

2.74 Homomorfismus

Homomorfismus je takové zobrazeni, které
e zachovava neutrdlni prvek (tj. u fetézch prazdny fetézec ¢ zobrazi opét na )
e zachovava zobrazeni operace, pro kterou je definovan (u fetézcti jde o zfetézeni, ;.
h(a - b) = h(a) - h(b))
e vysledkem zobrazeni prvku (signalu, znaku) je vzdy fetézec (u substituce, coZ je zobecnéni
homomorfismu, je vysledkem zobrazeni mnoZina fetézcti).

30
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Kdyz konstruujeme kone¢ny automat homomorfismu pro néktery jazyk, vyuzivdme plné zptisobu
definice daného homomorfismu — pokud je v pfedpisu tohoto zobrazeni napfiklad h(a) = zyz, tj.
znak a md byt zobrazen na fetézec zyz, vezmeme postupné vsechny pfechody oznacené znakem
a a nahradime je cestami rozpoznavajicimi slovo xyz. Kazdd z téch cest musi byt samozfejmeé
samostatnd, vZdy jeden konkrétni pfechod oznaceny signdlem a nahradime jednou samostatnou
cestou pro ryz.

P¥iklad 2.19
Je dan automat A rozpoznévajici jazyk L(A) = {e} U {ablac’ ; 14,5 > 0}. Sestrojime kone¢ny
automat Ay, rozpoznévajici jazyk vznikly uplatnénim homomorfismu h na jazyk automatu A.

A H a ‘ b ‘ c Homomorfismus: b O
< qo || ©1 h(a) = df, a £
Q|2 | ¢ h(b) = ffd,
< Q@ 72 h(c) =d

Po tipravé vypada konecny automat nasledovné:

A |l d | f Piivodni abeceda: L
< qo || & Y1 = {a, b, c} J
q1 || 96 | 43 Novid abeceda: d
— @ || @ Yo =1{d, [}
q3 2 d f d f
q4 | @1
qs q1
d6 || 42

Po tipravé dostdvame automat rozpoznavajici jazyk {e} U {df (ffd)'dfd’ ; i,j > 0}.

Ukoly
Je dan kone¢ny automat A s jazykem L = L(A) a homomorfismy h; a ho.

30

hi(a) =01 H a ‘ b ‘ c

ha(b) = 110 = qo || ¢ | @

hi(e) =1 “— @ q

ha(a) = dd q || 43 qa k’ ‘ ,/l;\
ha(b) = g e ¢
hs(c) = dg 4.

Zjistéte jazyky hi(L) a ho(L) a vytvoite také kone¢né automaty pro tyto jazyky (Gpravou au-

tomatu A). Jazyk automatu Aje L(A) = {ac’ ; i > 0} U {b(ab)’cc/ ; i, > 0}.

Dale pro vysledné automaty sestrojte jejich §-funkci vcetné plné specifikace, nezapomerite na

zménu abecedy.
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2.8 Sestrojeni kone¢ného automatu podle reguldarniho vyrazu

Pfi sestrojeni kone¢ného automatu podle zadaného reguldrniho vyrazu vyuzivdme vztahu mezi
prvky reguldrniho vyrazu (+, -, *) a operacemi nad mnoZinami fetézca U, -, *). V pfedchozich
ptikladech jsme se naucili pracovat s reguldrnimi operacemi (coZ, jak vime, jsou sjednoceni, zietézeni
a iterace) a tyto postupy pouZijeme také zde.

Piiklad 2.20
Sestrojime kone¢ny automat pro regularni vyraz a*b + (b*a + bbc)*.

REGy =a REG, =b
4’@ a @ 4»@ b @
REG3 = (REGl)* =a* REG4 = (REG;), . REGQ) =a*b
ai ) aO

a @ 4»@ b

REGs; = ((REG2)* - REG) = b*a REGg = bbc
b

REG; = (REGs + REGg) = b*a + bbe o)

oo
ol

@L@L

REGs = (REG7)* = (b*a + bbc)*
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Vysledny automat: REGy = (REG4 + REGg) = a*b+ (b*a + bbc)*

[ a ] b [c
—1111,5]3,4,7

1 1 4

3 5 3
—4
~5 5 3,7

7 8

8 9
~9 5 3,7

Stav 10 je nedosazitelny z pocate¢niho stavu, proto mtiZe byt odstranén (v tabulce vpravo se
jiz nenachdzi).

Ukoly
Sestrojte kone¢né automaty podle téchto reguldrnich vyraza:
o (a+10b*)-b*
e a-(b+(ab)*)+0b
e (01 + 10)*10*
o (abc)*-a- (ba + c)
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Kapitola

Reguldrni gramatiky

3.1 Vytvafime regularni gramatiku

Nejdfiv si ujasnime, co to vlastné je (reguldrni) gramatika.

Obecné a neformdlné mtZzeme ¥ici, Ze gramatika je konstrukce, kterd popisuje strukturu daného
jazyka a jednotlivych slov tohoto jazyka. Rikd ndm, co ma byt d¥iv, co pozdéji, co za &m ma
nésledovat, pfipadné jakym zptisobem ma byt co v éem vnoteno, zéleZi na sloZitosti samotné gra-
matiky. Cim je sloZit&jsi jazyk, ktery ma gramatika popisovat, tim slozit&jsi bude samozfejmé i
samotnd gramatika.

Podle definice je regularni gramatika uspotfddana ctverice G = (N, T, P, S), kde jednotlivé
prvky této posloupnosti (opravdu posloupnosti, zdlezi na pofadi) znamenaj:

e N je konetna neprdzdnd mnoZzina netermindlnich symboli, pro néds predstavuje obdobu

proménnych,

e T je kone¢nd neprdzdnd mnoZina termindlnich symboldi, pro nds je to vlastné abeceda, z

jejichZ prvka (znaki) jsou tvofena slova jazyka generovaného nasi gramatikou,

e P je konetna neprazdnd mnozina pravidel, jejichZ formu probereme déle,

e S € N je startovaci symbol gramatiky (je to jeden z netermindlnich symbold, tak je jasné,

proc je ta mnoZina neprazdna).
Vsimnéte sislov konecnd” a ,neprazdnd”, kterd se v definici ¢asto vyskytuji. Tato slova jsou velmi
dtileZitd a bez nich by definice byla netiplna.

Pravidla v mnoZiné P mohou byt v jednom z téchto tvart:

A — aB 3.1)
A > a (3.2)

kde A,b € N (jsou to neterminaly) a a € T (terminal). Zadny jiny tvar pravidel neni pifpustny, uz
by se nejednalo o reguldrni gramatiku.
Dale je pfipustné pravidlo S — ¢, ale jen tehdy, kdyz je S startovaci symbol gramatiky a

nevyskytuje se na pravé strané Zadného pravidla. Je zfejmé, Ze toto pravidlo bude pouze v takové
gramatice, kterd generuje jazyk obsahujici prazdné slovo.

46
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Pfiklad 3.1
Vytvorime reguldrni gramatiku, kterd generuje tento kone¢ny jazyk:
L = {vlak, drak, vlek}
Postupujeme vZzdy zleva doprava (tak jak ¢teme béZzny text), budeme generovat jedno pismeno
za druhym. Musime se drZet tvaru pravidel podle pfedpist 3.1 a 3.2. Epsilonové pravidlo ne-
potfebujeme, protoZe jazyk neobsahuje prazdné slovo.

Nejdfiv se vénujme prvnimu slovu:
S —vA A—IB B — aC C—k
Druhé slovo (musime zacinat zase startovacim symbolem, ten je na zacatku generovani kazdého
slova gramatiky):

S —dD D—rE E — aF F—k
Tteti slovo:
S — vG G —IH H — eK K —k

Cela gramatika:
G={SAB,C,D,E,F,G H K}, {v,l,a,k,d,r e}, P,S) kde P obsahuje tato pravidla:

S —vA|dD | vG A—IB D—rE G —IlH
B — aC E — aF H — eK
C—k F—k K —k

Vsechna pravidla pfepisujici symbol S jsme shrnuli na jediny fddek, oddélili jsme je svislici |.
Nejde o lomitko ani zpétné lomitko, je to svisla ¢ara (na klavesnici ji obvykle najdeme vpravo nad
zpétnym lomitkem na anglické kldvesnici). Tento symbol se v logice pouZiva ve smyslu ,nebo”,
tentyZ vyznam md i zde — symbol S mtizeme piepsat podle prvniho nebo druhého nebo tfettho
pravidla.

Jesté si ovéfime, zda v gramatice 1ze vygenerovat vSechna tfi slova:
S = vA = vlB = vlaC = vilak
S =dD = drE = draF = drak
S = vG = vlH = vleK = vlek

Vsimnéte si —jednoduchou Sipku pouzivame u pravidel, kdeZto v odvozeni slov pouzivdme dvo-
jitou Sipku. Toto pravidlo budeme bezvyhradné dodrzovat, v kaZzdém z téchto piipadii jde o néco
jiného.

P¥iklad 3.2
Gramatika v pfedchozim pfikladu byla zbytecné sloZita. Pokusime se ji zjednodusit tak, aby gene-
rovala i nadéle tentyZ jazyk, ale aby obsahovala mensi pocet pravidel.
Dvé ze slov jazyka stejné zacinaji. Proto bychom mohli stejné zacinat i pfi jejich generovani.

G' =({S,A,B,C,D,E,F,K}, {v,l,a,k,d,r,e}, P, S) kde P’ obsahuje tato pravidla:
S —vA|dD A—IB D —rE K —k

B —aC | eK E — aF

C—k F—k
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Slovo ,vlek” odvodime takto:
S = vA = vlB = vleK = vlek

Dala by se mnoZzina pravidel jesté vic zredukovat? Tieba takto:
G"=({S,A,B,C,D,E}, {v,l,a,k,d,r e}, P’ S) kde P” obsahuje tato pravidla:
S —wvA|dD A—IB D—rE C—k

B —aC | eC E — aC

Ovéfime, zda se ndm nezménil generovany jazyk:
S = vA = vlB = vlaC = vilak

S =dD = drE = draC = drak

S = vA = vlB = vleC = viek

Je ziejmé, Ze v gramatice lze vygenerovat opravdu jen tato tfi slova, Zddné dalsi.

Vzdy bychom se méli pfesvédcit, jak gramatika ,funguje”, vyzkouset vygenerovat par typickych
slov jazyka (alespori nékolik nejkratsich). Nejde jen o to, aby gramatika generovala vSechna slova
pfislusného jazyka, ale i o to, aby gramatika negenerovala slova do jazyka nepatfici.

Pfiklad 3.3
Sestrojime regularni gramatiku generujici jazyk L = ab* + cd*.
Slova jazyka za&inaji bud’ pismenem a nebo pismenem c. Tyto dvé kategorie” oddélime hned
v pravidlech pfepisujicich startovaci symbol.
S —aA|cB
Ted pfedevsim musime d4t pozor, aby se ndm pismena ve slovech ,nepomichala” — za pismenem a
mohou ndsledovat jen pismena b (jakykoliv pocet) a za pismenem ¢ mohou nasledovat jen pismena
d (taky jakykoliv pocet).
A—bA|D
B —dB|d
Ale jesté jsme neskoncili. Do jazyka generovaného touto gramatikou totiZ patfi i slova o délce
jedna:
S—alc
Cela gramatika:
G = ({S,A, B}, {a,b,c,d}, P, S)
S—aAlal|eB|c
A—DA|D
B —c¢B|c
Otestujeme gramatiku vygenerovanim nékolika slov:
S = aA = abA = abbA = abbb
S=a
S=cB=cb
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Pravidlo A — bA je rekurzoni, protoZe se typicky pouziva v cyklu (je to obdoba cyklu v automatu,
ale cyklus probihad mezi netermindly, ne mezi stavy). KaZd4 rekurze musi nutné skoncit, k ukon¢eni
rekurze u nds slouzi pravidlo A — b. Tato rekurze je pfimd (pfes jediny netermindl), ale mtize byt
i nepfim4, jak uvidime na nasledujicim pfikladu.

Piiklad 3.4
Vytvotime regularni gramatiku generujici jazyk L = (ab)*
Vidime, Ze do jazyka patii i prazdné slovo. Proto pouZijeme pravidlo
S—e
Jazyk L je nekonecny, proto zde urcité bude rekurze. Ale ne pfim4, budeme potfebovat jesté
dali netermindl. Musime stfidavé generovat pismena a a b:
A—aB
B — bA
KazZd4 rekurze se nékdy musi zastavit:
B—b
Jesté tento cyklus napojime na startovaci symbol:
S —aB
Cel4 gramatika:
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S), mnozina P:
S—aB|e
A —aB
B —bA|b
Ovéfime, jakd slova jsou gramatikou generovéna:
S=c
S = aB = ab
S = aB = abA = abaB = ababA = ababaB = ababab, atd.

Mohlo by se zdat, Ze bychom mohli gramatiku sestavit takto:
G' = ({S, B}, {a,b}, P', S), mnoZina P"
S—aB|e
B —bS|b
Sice bychom méli o dvé pravidla méné, ale pozor — pii pouZiti e-pravidla se startovaci symbol
nesmi vyskytovat na pravé strané Zddného pravidla, tato gramatika jiZ neni regularni!

Je tfeba si uvédomit, Ze gramatika generuje slova jazyka, kdeZto automat dostane slovo na svijj
vstup a ovéfuje, zda toto slovo patii do jazyka, ktery rozpozndvi. Piesto je mezi gramatikami a
automaty velmi tzky vztah — pro dany jazyk miiZzeme sestrojit gramatiku, kterd ho generuje (tj.
popisuje strukturu vsech slov patficich do jazyka) a taky automat, ktery jeho slova rozpoznava (tj.
dokéaze ur¢it, zda dané slovo patfi ¢i nepatii do daného jazyka). V pfipadé regularnich gramatik
a kone¢nych automatti je celkem jednoduché provadét pfevody mezi nimi, tedy podle gramatiky
sestrojit ekvivalentni automat a podle automatu sestrojit ekvivalentni gramatiku.

Ukoly
Sestrojte reguldrni gramatiky generujici tyto jazyky:

30




KAPITOLA 3 REGULARN{ GRAMATIKY 50

e I, ={0100, 1011, 1110}

o Ly = {e, 0100, 1011, 1110}
e [3=a"

o Ly = (abc)*

e Ly ={a"™" ; m>1,n>0}
e Lg = (ab)* + ba*

o L7 = (ab+ cb)*

3.2 Konec¢ny automat podle regularni gramatiky

Pokud podle regularni gramatiky vytvaiime konecny automat, tak vlastné tento konecny auto-
mat simuluje generovani svého vstupu v ptivodni gramatice. Jeden krok automatu skladajici se
z nacteni signalu ze vstupu a pfechodu do nésledujiciho stavu odpovida pouZiti jednoho pravidla
v gramatice, a to takového, které generuje stejny termindl (signal).

Postupujeme takto:

e mnozinu termindld gramatiky pouZijeme pro abecedu automatu,

e mnoZinu netermindl@l pouZijeme pro stavy,

e stav vytvofeny ze startovaciho symbolu gramatiky bude pocitecnim stavem,

e do mnozZiny stavii také pfiddme novy stav (obvykle znaceny X), ktery se stane koncovym,

e pokud je v jazyce generovaném gramatikou slovo ¢, pak pocate¢ni stav automatu bude také

patfit do mnoZziny koncovych stavti, aby automat rozpoznaval slovo ¢,

e J-funkci vytvofime podle pravidel gramatiky.

Priklad 3.5
Vytvoiime kone¢ny automat rozpoznavajici jazyk generovany touto gramatikou:
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5) s témito pravidly:
S —aS|bA
A—aAl|aB|a
B —bB|b

V gramatice neni zddné e-pravidlo (tj. pravidlo, na jehoZz pravé strané je fetézec ¢), proto
pocétecni stav nebude patfit do mnoZziny koncovych stavil (tato mnoZina bude jednoprvkova).
Jako abecedu pouZijeme mnoZinu termindld, stavy vytvofime z netermindld a pfiddme jeden kon-
covy stav X.

Pfechody tvofime podle pravidel gramatiky — napfiklad podle pravidla A — aB pfiddme do
d-funkce 0(A, a) > B. Postup je dobfe vidét na J-funkci:
A= ({S,A, B, X}, {a,b}, 6, S, {X})
i(S,a) = {5} podle S — aS
i(S,0) = {A} podle S — bA
d(A,a) ={A,B,X} podle A—aA|aB|a
d(B,b) ={B, X} podle B — bB |b
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Podobné sestrojime stavovy diagram a tabulku pfechodti:
o ) o) o) | o« |
b — S S A
HQSD @ ’ e Al AB X
a b
@ — X

Jazyk generovany gramatikou a rozpozndvany automatem je
L(G) = L(A) = a*ba*a(e + b*b)

Ptiklad 3.6
Narozdil od pfedchoziho pfikladu zde mame gramatiku s e-pravidlem:
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S),vmnoziné P jsou pravidla
S —bAle
A—aBla
B —bA|b
Vjazyce generovaném gramatikou je také prdzdné slovo ¢ a toto slovo musi pfijimat i konecny
automat, ktery vytvorime. To 1ze zajistit pouze tak, Ze po¢atecni stav automatu pfiddme do mnoZziny

koncovych stavti.
A= ({5,4,B,X}, {a,b}, 6, 5, {5, X})

5(S,b) = {A)} _n | a | 0

5(4.0) = (B, X} s) () o5 A

5(B’b):{AaX} a \é/ A B,X

Jazyk generovany gramatikou a rozpoznavany automatem je
L(G) = L(A) = ¢+ b(ab)*a + b(ab)*ab = € + b(ab)*a(c + b)

Ukoly
Podle nésledujicich gramatik sestrojte ekvivalentni kone¢ny automat (tj. rozpoznavajici jazyk ge-
nerovany touto gramatikou).

G = ({S’AvB}’ {a,b,c}, P, S) Gy = ({A7B70}7 {071}7 P, A)
S —aS|bS|cA A—0B|1C | e
A—aA|cB|a B—o0C|1C

B—0bB|cA|b C—1B|0
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Gz = ({R,Y,Z,W}, {a,b,c}, P, R) Gy = ({S,A,B,C}, {0,1,2}, P, S)
R—aR|bR|cZ S—=0A|1B|2C | ¢

Y —-cR|aY | b A—0B|0

Z —aY | aW B—1C |1

W — bR |b C — 24

3.3 Regularni gramatika podle kone¢ného automatu

Pfi vytvoreni gramatiky generujici jazyk, ktery je rozpozndvan danym kone¢nym automatem, je
nejjednodussi obrétit postup, ktery jsme pouZili pro vytvofeni automatu podle gramatiky.
Kdyz jsme sestrojili kone¢ny automat podle reguldrni gramatiky, automat mél vzdy tyto vlast-
nosti:
e pokud v jazyce generovaném gramatikou neni slovo ¢, pak
- existuje jediny koncovy stav (nové pfidany), obvykle pojmenovany X,
- ze stavu X nevede Zadny piechod (tj. kdyZ se vypocet dostane do koncového stavu,
nelze déle pokracovat).
e pokud v jazyce generovaném gramatikou je slovo ¢, pak

— kromé nové pfidaného koncového stavu X je v mnoziné koncovych stavii i pocate¢ni
stav,

- ze stavu X nevede zddny pfechod,

- do pocate¢niho stavu nevede zadny piechod (ekvivalent k faktu, Ze pokud v gramatice
mame pravidlo S — ¢, pak se symbol S nesmi vyskytovat na pravé strané zddného
pravidla).

Abychom tedy mohli pouZit opa¢ny postup k postupu predchozimu, musime zadany automat
nejdiiv upravit do tvaru odpovidajictho vyse uvedenym pozadavkiim. Uprava spotiva v téchto
krocich (jejich pofadi je dulezité):
1. Jestlize pocétecni stav patfi do mnoZiny koncovych stavil a zéroveni do tohoto stavu vede
néktery piechod:

e vytvoiime novy pocatecni stav (také zafadime do mnoZiny koncovych stavii), do kterého
nebudou vést Zadné prfechody, ale z ného budou vést tytéZ prechody jako z ptivodniho
pocétecniho stavu,

e plvodni pocate¢ni stav zlistane v mnoziné koncovych stavii.

2. Pokud je v mnoziné koncovych stavii vice neZ jeden stav (pfipadné kromé pocéate¢niho stavu,
toho se tento bod netyka):

e vytvofime novy koncovy stav X (nebo jinak oznaceny),

e zestavu X nepovede Zaddny pfechod, ale do tohoto stavu povedou tytéz pfechody, které
vedou do ptivodnich koncovych stavii,

e pltvodni koncové stavy sice v automatu nechdme, ale vyfadime je z mnoZziny koncovych
stavili (netykd se pocatecniho stavu).

3. Jestlize z koncového stavu vedou piechody, problém vyfesime stejné jako v pfedchozim
bodé.
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Ptiklad 3.7
Nejdiiv si ukdZeme jednodussi piipad — kone¢ny automat odpovidajici uvedenym pozadavkam.

Jak vidime, stav g2 zde vlastné zastupuje stav X podle predchoziho b O
postupu. To znamen4, Ze v gramatice bude mnoZina neterminalt
, e (@) (a)— ()
dvouprvkova —{qo, ¢1 }, ze stavu g2 Zddny neterminal nevytvofime
a pravidla, kterd s nim souviseji, budou slouZit k ukonceni ge- v
nerovani slova. MtiZeme také pfejmenovat netermindly.

H a ‘ b Podle automatu: Pfejmenované stavy:
— q0 q1 | g2 G = ({Qanl}a {a7 b}a Pv qo) G= ({AvB}7 {CL, b}a Pa A)
Q| @ |a qo —>aqi | b A—aB|b
“ @ a1 —a|bq B —a|bB
Gramatika, kterou jsme vytvofili, generuje jazyk L(G) = ab*a + b, coz je také jazyk roz-

poznavany zadanym automatem.

Piiklad 3.8
Vytvorime reguldrni gramatiku generujici jazyk tohoto automatu:

Tento automat ma dva koncové stavy, z nichz zadny neni
pocétecni, proto musime redukovat pocet koncovych stavii. Navic
z obou koncovych stavli vychazeji pfechody, to je dalsi divod
pro transformaci.

Vytvoifime stav X, do kterého nasmérujeme vsechny piechody

mifici do ptivodnich koncovych stavii. Stav X pak bude jedinym
koncovym stavem. Po tipravé sestrojime reguldrni gramatiku stejné jako u predchoziho piikladu.

| o |b] e G = ({5.4,B,0},
{a,b,c}, P,S)

)
a a = S|AX ]S
H@ @ ' A B.x S —aA|a|bS
Ka \ ib B C A—aBla
B — bC

c C A X
@ — X C*)CA|C

Jazyk generovany gramatikou je L(G) = b*a(abc)* (e + a).

P¥iklad 3.9
Nésledujici automat nemusime upravovat, mtiZeme pfimo napsat reguldrni gramatiku — startovaci
symbol patii do mnoziny koncovych stavii, ale do ného nevede zadny prechod.
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G=({S,A}, {0,1}, P, S)

() :
S A
OO0 SRR

~— B

Generovany (rozpoznavany) jazyk je L(G) = 10*1.

Pfiklad 3.10

V poslednim pfikladu si ukdZeme pfevod automatu, jehoz 704 0
pocatecni stav je zaroven stavem koncovym a vedou do ného @
pfechody. w1l

Nejdfiv automat upravime. Pfiddme novy (pocétecni) stav C, ktery také bude patfit do mnoziny
koncovych stavil (aby automat mohl rozpoznat prazdné slovo ¢) — tento stav bude vyuZit pouze
na zacdtku vypoctu. Potom pfiddme novy koncovy stav X, ktery vyuZijeme na konci kazdého
vypoctu. Pivodni koncové stavy (kromé pocéatecniho stavu C vyfadime z mnoZziny koncovych
stavi.

@ ©-° Lo |
— C A
S0 R Sl A
B, X | X

0 00 O 0

A
w1 \yk. «— X

Ze stavu B nevede cesta do koncového stavu, proto mtiZe byt odstranén. Vysledna gramatika

je nasledujici:
G=({C,S, A}, {0,1}, P, C)
C — 04
S — 0A
A—0B|0]|1
Jazyk generovany gramatikou G vyjadieny reguldrnim vyrazem je
L(G) =0(10)*(0 + 1).
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Ukoly
K nésledujicim kone¢nym automatiim vytvofte ekvivalentni regularni gramatiky:

of )

(b) @

30




Kapitola

Bezkontextové gramatiky

4.1 Vytvafime bezkontextovou gramatiku

Bezkontextové gramatiky maji obecnéjsi tvar pravidel nez reguldrni — na levé strané pravidla je
vZdy jeden netermindl (jako u reguldrnich), ale na pravé strané je jakykoliv fetézec sklddajici se
z termindlt a netermindld (véetné prazdného fetézce).

Kdyz chceme sestrojit bezkontextovou gramatiku pro zadany jazyk, pokusime se popsat struk-
turu tohoto jazyka s vyuzitim rekurze.

Priklad 4.1
Sestrojime bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {a"ba™b | n > 0} a vytvotime derivaci (odvo-
zeni) slova aabaab.

G = ({S, A}, {a,b}, P, S)

S — Ab

A —aAa|b

Neterminal A generuje témét celé slovo, az na posledni symbol b. Cast slova generovana
timto netermindlem je symetrickd, proto pravidla jsou vlastné linedrni (kazd4 linedrni gramatika je
zaroven bezkontextovd, tedy zadédni je v tomto sméru splnéno). Nésleduje derivace slova aabaab:
S = Ab = aAab = aaAaab = aabaab

Piiklad 4.2
Sestrojime bezkontextovou gramatiku generujici jazyk
L = {wcw® ; w € {a,b}*}

Vidime, Ze uprostied slova je symbol c. Déle poloviny slova jsou navzajem symetrické, zrcadli
se. Gramatika tedy bude vypadat takto:
G = ({S}, {a,b}, P, S)
S —aSa|bSb|c

56
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Podle gramatiky vygenerujeme nékolik slov:
S=c

S = aSa = abSba = abbSbba = abbcbba

S = bSb = bbSbb = bbcbb

I zde plati — v jednoduchosti je sila. Zde navic je jednoduchost nezbytna. Kdybychom pouzili dalsi
netermindly a napfiklad bychom pfidali pravidlo S — AcA a pak A — aA | bA a pak néco na
ukonceni rekurze, gramatika by generovala taplné jiny jazyk.

VZdy, pokud potiebujeme synchronizovat dvé ¢asti slova (napifiklad zde pouZiti symbolu a
nebo symbolu b), musime to provést v jediném pravidle! Jinak by synchronizace nefungovala.

Ukoly

Sestrojte bezkontextové gramatiky generujici tyto jazyky:
o Lj ={a"b" ; n>1}
e Ly = {wwf ; w € {a,b}*} (pozn.: v bezkontextovych gramatikdch mdZeme pouZit e-
pravidlo kdekoliv — u kteréhokoliv netermindlu, a taky tento neterminal klidné mtize byt
na pravé strané jakéhokoliv pravidla)

o L3 = {a"b"c* ; n k >0}
o Ly={(0)"1%" ; n>1}

4.2 Derivaéni strom

Derivace je odvozeni slova v gramatice. Kazdé slovo jazyka generovaného gramatikou ma tedy
(nejméné jednu) svou derivaci.

Derivacni strom je vlastné graf, ktery je stromem (md jediny kofen, kazdy uzel kromé kofene
mé pravé jednoho piedka a hrany jsou orientované, i kdyZz orientaci nezna¢ime), tvofeny podle
pravidel gramatiky pouZitych v derivaci, podle které je deriva¢ni strom vytvofen.

Pozor — ke kaZzdé derivaci 1ze sestrojit pravé jeden derivaéni strom, je to vlastné grafické
znazornéni derivace daného slova. Pokud pro toto slovo existuje vic riznych derivaci (tj. slovo lze
v gramatice odvodit nékolika rliznymi zptisoby), mtZe existovat pro jedno slovo vice deriva¢nich
strom.
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P¥iklad 4.3
Sestrojime bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {0"10?"1¢ ; i,n > 1}, vytvoiime derivaci
slova 0010000111 a derivaéni strom k této derivaci.

G=({S,A,B}, {0,1}, P, S)

S — AB

A — 0A00 | 0100

B—1B]|1
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Derivace slova 0010000111 je nasleduyjici:
S = AB = 0A00B = 00100008 = 001000015 = 0010000118 = 0010000111

Modfe je vyznacena prava ¢ast pravidla, které bylo v daném kroku odvozeni pouzito (napfiklad
v druhém kroku jsme pouZili pravidlo A — 0A00).

Derivaéni strom se vzdy vztahuje ke konkrétni derivaci. Podle vySe uvedené derivace po-
stupné sestrojime derivac¢ni strom takto (jsou uvedeny i mezikroky):

S = AB S = AB = 04A00B

S— AB S A = 0400 S

N

A B A B

S = AB = 0A00B = 00100008 S = ...= 00100008 = 001000018
A — 0100 S B — 1B S
AAB AAB
AN N
0 A 0 0 0 A 0 0 l\B
TS TS
0 1 0 0 0 1 0 0
S = ...= 001000018 = 0010000118B S = ...= 0010000118 = 0010000111
B — 1B S B—1 S
AAB AAB
N
OA/(L\O J\B 0 A 0 0 J\B
TS
O/J\OO J\B 0 1 0 0 J\B

V jednotlivych krocich je kromé samotného stromu uvedeno pouzité pravidlo a také mo-
mentdlni stav derivace. Modfe je vyznacena vétnd forma, kterou jsme v daném kroku vytvofili.
MtiZeme si vS§imnout, Ze v deriva¢nim stromé vZzdy jde o obsah listi stromu v daném kroku. De-
rivacni strom dané derivace je posledni v pofadi.
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Ukoly
1. Podle gramatiky a uvedené derivace z pfikladu 4.1 sestrojte derivaéni strom.
2. Podle zadané gramatiky vytvoite derivaci slova ababa a k ni derivaéni strom.

G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S)

S — bAB | aBA | ¢
A — abAab | €
B — baBba | €

3. Podle gramatiky z pfedchoziho pfikladu vytvorte derivaci jakéhokoliv slova o délce alespori
6 zacinajictho symbolem b a k této derivaci sestrojte deriva¢ni strom.

4. Sestrojte gramatiky generujici nasledujici jazyky. V kazdém jazyce vyberte jakékoliv slovo
o délce alespori 3 symboly, vytvoite jeho derivaci a sestrojte k ni deriva¢ni strom.
(@) L1 = {(ab)'c?(ba)" ; i,j >0}
(b) Ly = {0"11" ; n >3} U{e}
(c) Ly ={0°10" ; i >1}uU{1%01° ; i > 1}
(d) Ls4 = {abc,bad, faa,diff} (nezapomerite, Ze na pravé strané pravidla mtiZe byt jakykoliv
fetézec)

4.3 Upravy bezkontextovych gramatik

4.3.1 Prevod na nezkracujici bezkontextovou gramatiku

Nezkracujici bezkontextova gramatika bud viibec neobsahuje e-pravidla (pokud v jazyce genero-
vaném gramatikou neni prazdné slovo), a nebo existuje jediné takové pravidlo, a to pro startovaci
symbol gramatiky, pak ale se startovaci symbol nesmi vyskytovat na pravé strané Zddného pravi-
dla (to znamend, Ze v kazdé derivaci se vyskytuje pouze na jejim zacatku, pak uz ne).

Pfi pfevodu na nezkracujici gramatiku odstrafiujeme e-pravidla tak, Ze ,simulujeme” jejich
pouziti.
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Piiklad 4.4
K nasledujici gramatice vytvofime ekvivalentni gramatiku s nezkracujicimi pravidly.
G = ({S,A,B}, {a,b}, P, S)
S — aaB | bAb
A —aBa|e
B — AbAa | a
Téméf vSechna pravidla jsou nezkracujici, je zde pouze jediné e-pravidlo— A — . Pfepisovany
symbol A se nachdzi na pravé strané dvou pravidel — druhého a patého.
Obé tato pravidla nechdme a pfiddme jejich varianty se ,simulovanym” pouZitim e-pravidla:
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G' = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5)
S — aaB | bAb | bb
A — aBa
B — AbAa | bAa | Aba | ba | a

U prvniho ze zpracovavanych pravidel mame jen jeden vyskyt netermindlu A, tedy exis-
tuje pouze jedina dalsi varianta (toto jediné A odstranime — prepiSeme na ¢). U druhého zpra-
covavaného pravidla jsou dva vyskyty netermindlu A, proto musime vytvofit variant vice — od-
stranime jen prvni A, odstranime jen druhé, a nebo odstranime obé.

Derivace v gramatice G’ bude téméf stejnd jako v gramatice G, ale kroky s pouZitim e-pravidel
jsou ,preskoceny”, napiiklad
v gramatice G: S = aaB = aaAbAa = aabAa = aabaBaa = aabaaaa
v gramatice G': S = aaB = aabAa = aabaBaa = aabaaaa

Piiklad 4.5
K zadané gramatice vytvorime ekvivalentni nezkracujici gramatiku (tj. generujici tentyz jazyk).
G = ({S,A}, {a,b,c}, P, S)
S — aaS | bbA | €
A — cSbSc | e
Gramatika generuje také pradzdné slovo. Proto nejdfiv pouZijeme stejny postup jako v pfedchozim
pfikladu, ale pak jesté musime zajistit, aby vyslednd gramatika také generovala prazdné slovo
a pfitom ztistala nezkracujici. Nejdiiv vytvoiime pomocnou gramatiku G/, kterd nema zadnd e-
pravidla, jeji jazyk je L(G') = L(G) — {¢}.
G = ({S, A}, {a,b,c}, P, S)
S — aaS | aa | bbA | bb
A — ¢SbSc | ¢bSc | eSbe | cbe
Pfidame novy startovaci symbol a vytvofime gramatiku ekvivalentni ptivodni gramatice.
G"={9,8S, A}, {a,b,c}, P", 5
S'—Sle
S — aaS| aa | bbA| bb
A — ¢SbSc | ¢bSc | ¢Sbe | cbe
Derivace v gramatice G: S = aaS = aaaaS = aaaa
Derivace v gramatice G”: S’ = S = aaS = aaaa

Piiklad 4.6
Nékdy se miize stat, Ze ,simulaci” e-pravidla vytvorime dalsi e-pravidlo. Pak je tieba postup
provadét rekurzivné tak dlouho, dokud nejsou v8echna e-pravidla odstranéna.

G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S)

S—bA|aS|bB|a

A —baB | e

B— AA|b
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Po odstranéni pravidla A — ¢ dostaneme tuto gramatiku:
G' = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5)
S—bA|blaS|bB|a
A — baB
B—AA|Ale|b
Odstranénim obou symbolt A v pravidle B — AA vzniklo dalsi e-pravidlo, které je také tieba
odstranit:
G" = ({S,A, B}, {a,b}, P", S)
S —=bA|b|laS|bB|b|a
A — baB | ba
B—AA|Alb

Rekurze pfi feSeni pravidel se zbavime tak, Ze ji pfeneseme jinam. MiiZzeme pouZit feSeni podobné
tomu z redukce gramatiky — vytvofime (rekurzivné) mnozinu IN. vSech neterminal(i, které lze
(tfeba i po vice neZ jednom kroku) pfepsat na prazdné slovo ¢.

V mnoziné N, o bude pouze prazdny fetézec, tj. N. o = {¢}. V dalsich krocich do této mnoZziny
pfiddvdme netermindly, které 1ze pfepsat na fetézec skladajici se pouze ze symbold, které byly do
této mnoziny pridany v pfedchozich krocich, ;.

Ngﬂ' = N&Z’_l U {X e N ’ X —>a ac Ne,i—l}-

Piiklad 4.7
Podle pravidel gramatiky

G =({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, 5)

S — ada | aa

A— BC|b

B —aC|cD|e

C— AAa| e

D — AAB |d

vytvofime tyto mnoZiny:

N&o = {6}

N.1={B,C} podle B— ¢, C — ¢, prazdné slovo uz nezafazujeme
N.p={B,C,A} podle A — BC

N.3={B,C,A,D} podleD — AAB

V dalsim kroku jiZ nelze dalsi neterminal pfidat (ostatné vSechny uz v mnoZiné jsou), proto
N.=N.3={B,C, A, D}.

MnoZiny pouZijeme takto: pokud je na pravé strané pravidla néktery z netermindlt obsaZenych
v mnoZziné N, pak vytvoiime dalsi pravidla se ,simulovanym” pouZitim e-pravidel na tento ne-
termindl, e-pravidla odstranime.

Postup je prakticky stejny jako pfedchozi, ale zpracovani gramatiky jiZ neni tfeba provadét
rekurzivné (rekurze byla pouzita pfi generovani mnoziny NN;). Fialovou barvou jsou zvyraznény
netermindly obsaZené v mnoziné V. (a tedy vytvofime pravidlo, ve kterém je odstranime), modrou
barvou pak nova pravidla.
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S —aAa|aa|aa (vlastné mame dveé stejnd pravidla, jedno mtiZe byt odstranéno)
A—BC|C|B|b

B—=aClaleD|c

C — AAa| Aa|a

D — AAB | AB| B |d

Piiklad 4.8
Postup predvedeny v pifedchozim pfikladu pouZzijeme na gramatiku z piikladu 4.6.
G = ({S,A,B}, {a,b}, P, S)
S —bA|aS|bB|a
A —baB | e
B — AA|b
Opét rekurzivné vytvoiime mnoZinu V,:
NE,O = {5}
N1 ={A}
Neo={A,B} =N.3=N;
Vychdzi ndm tato gramatika:
G' = ({S,A,B}, {a,b}, P, 5)
S—bA|blaS|bB|b|a
A — baB | ba
B— AA|A|Db
Oproti ptivodnimu feseni neni tieba nékolikrat pfepisovat pravidla gramatiky.

Ukoly

K nésledujicim gramatikdm vytvofte ekvivalentni nezkracujici gramatiky.

Gl = ({S7AvB}7 {avb}a Pa S) G3 = ({S,A,B}, {a,b}, P, S)
S — aSbA | ab S — BAa|aS|e

A — aAbA | e A—aAle

B - bAbB | b B - bBA | e

GQ — ({S)A}) {0) 1}5 Pa S) G4 — {S, A, B}, {CL, b}, P7 S)
S —S1S1|Ale S — AB|BA|b
A—0A0|1 A—aaA e

B— AA|bS |a

30
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4.3.2 Redukce gramatiky

Utelem redukce gramatiky je sniZeni po¢tu netermindlt p¥i zachovéani generovaného jazyka. Od-
straniujeme
o nadbytecné netermindly (tj. netermindly, ze kterych nelze vygenerovat Zddné termindlni slovo),
e nedostupné symboly (termindIni i neterminalni — nelze je vygenerovat ze startovaciho sym-
bolu).
Zachovéavame toto pofadi — nejdfiv nadbytecné a pak teprve nedostupné. Pouzivdme podobny
postup jako pfi redukci mnoZiny stav(i kone¢ného automatu.

Piklad 4.9
Redukujeme nésledujici gramatiku:

G =({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, 5)

S—=bS|bD|e

A — aCB | bAD

B —dB|d

C —bCC | aAbB

D —bA|cDb|aS |e

Nejdiiv odstranime nadbyte¢né netermindly. Rekurzivné vytvofime mnoZinu vSech symbol,
které jsou bud terminalni a nebo z nich lze vygenerovat termindlni fetézec (v pifpads, Ze jde
o netermindl). Bazi rekurze je mnozZina vSech termindli. V dalSich krocich pfiddvdme neterminaly
z levych stran pravidel, na jejichz pravé strané jsou pouze symboly, které jsme do nasi mnoziny
pfidali v pfedchozich krocich (a nebo pro né existuje e-pravidlo).

No ={a,b,c,d}
Ny ={a,b,c,d,S,B,D} (podle pravidel S — ¢, B —d, D — ¢)
Ny ={a,b,c,d,S,B,D} (podle pravidel S — bS | bD, B — dB, D — ¢Db | a5)

ProtoZe jsme do mnoZiny N, oproti mnoZziné N; nic dal$tho nepfidali, rekurze kon¢i. MnoZina
netermindlti bude NN N; = {S, B, D}, vyfadime netermindly A a C' v¢etné vSech pravidel, ktera je
obsahuji na levé nebo pravé strané. Gramatika po odstranéni nadbyte¢nych symbolii je ndsledujici:
G' = ({S,B,D}, {a,b,c,d}, P', S)

S—=bS|bD e
B —dB|d
D —¢Db|aS | e

Zbyva odstranit nedostupné symboly. Postupujeme opét rekurzivné. Vytvofime mnoZinu sym-
bolt, které se nachazeji v néjaké vétné formé v derivaci ze startovaciho symbolu. Zaéneme mnoZinou
obsahujici pouze startovaci symbol, v kazdém kroku priddvame symboly, které se nachazeji na
pravych strandch pravidel pfepisujicich symboly zatazené v pfedchozich krocich.

Vo = {5}
Vi ={S,b,D} (podle pravidel S — bS | bD)
Vo ={S5,b,D,c,a} (podle pravidel D — ¢Db | aS)
Ve = Vo
Z postupu vyplyva, ze pokud v nékterém kroku pfidame pouze terminalni symboly, v nasledujicim

s N2

kroku jiZ nelze nic pfidat (protoze terminély se nepiepisuji zddnym pravidlem) a rekurze kondi. Je
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ziejmé, Ze nedostupny neterminal je jeden (B) a termindl taktéZ jeden (d). Redukovand gramatika
(t. jiz bez nadbyte¢nych i nedostupnych symbolit) je nésledujici:

G" = ({S,D}, {a,b,c}, P", S)

S—=bS|bD|e

D —c¢Db|aS | e

kaoly

Redukujte tyto gramatiky: /r'n
G1 = ({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, S) G2 = ({S,A,B,C,D,E}, {0,1,2,3}, P, S)

S —aBa |bA|c| ABc S — ABO |2E | Al | e

A — aA|dD |bDa A—0A0|1B|1S

B — aB | bA | bS B —01B|1D | EB

C —aSc|cC e C—2A115|0

D — dD | aAb D — D1|3B

E—0E1|1B

4.3.3 Odstranéni jednoduchych pravidel

Jednoducha pravidla jsou takova pravidla, na jejichZ pravé strané mame jen jediny symbol, a to
netermindl, napiiklad A — B. Jednoduchd pravidla zbyte¢né prodluzuji vypocet a v nékterych
algoritmech mohou byt pfekaZkou pii programovani.

Pokud tento typ pravidel chceme odstranit, miizeme jednoduse nahradit symbol na pravé

strané jednoduchého pravidla celou mnoZinou pravidel, na kterd se tento symbol pfepisuje. Naptiklad

pokud existuji pravidla B — « | 8 | v, pak jednoduché pravidlo A — B nahradime pravidly
A — a | B | v (v derivaci to bude znamenat zkraceni odvozeni o jeden krok — zpracovani jedno-
duchého pravidla).

ProtoZe touto ndhradou miizeme opét pro dany netermindl dostat jednoduché pravidlo, po-
stup je rekurzivni a 1ze ho zjednodusit pfenesenim rekurze na mnoZiny netermindal&i podobné jako
v pfedchozich postupech. Vytvaiime mnoZziny N4 postupné pro vSechny netermindly A € N, které
inicializujeme jednoprvkovou mnoZinou obsahujici netermindl v oznaceni mnoZiny (tj. v tomto
pfipadé A). Jde o mnoZiny netermindld, jejichZ pravidla se pomoci jednoduchych pravidel maji
postupné pifipsat do mnoziny pravidel pro dany netermindl A.

Ptiklad 4.10
Odstranime jednoduché pravidla v ndsledujici gramatice:
G =({S,A,B,C}, {a,b}, P, 5)

S —aBa| A

A—aA|B

B—bB|AB|C|e

C—bA|b
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Rekurzivné vytvofime mnozZiny Ng, N4, Np, Nc. Na zacatku rekurze, v bazi, bude v dané
mnoziné pouze ten symbol, pro ktery mnozinu tvofime, tj. napfiklad Ngy = {S}.
Ngo = {S}
Ngi1={S,A} (podleS — A)
Ngo ={S,A,B} (podle A— B)
Ng3={S,A,B,C} = Ng4s = Ng (podle B — C)
Nao={A}
Nag={A,B} (podle A— B
NA72 = {A,B,C} = NA73 = NA (podleB — C)
Npo = {B}
NB,I = {370} = NB,Q =Ny (podleB — ()
Neypo ={C} = Ncaq = Ne
Z gramatiky odstranime vSechna jednoduché pravidla. Po jejich odstranéni pak pouZijeme
vytvofené mnoziny — pokud napiiklad pro netermindl A je N4 = {A, B,C}, pak v gramatice
pro netermindl A pouZijeme vSechna pravidla, kterd v ptivodni gramatice byla pro netermindly
A, B,C.
G =({S,A,B,C}, {a,b}, P, S5)
S —aBa|aA| bB|AB|e| bA|b
A—aA| bB|AB|e|bA|D
B —bB|AB|e|bA|D
C—bA|b

Pokud ndm vadi pouze jednoducha pravidla jako takové, pfedchozi postup je dostacujici. Jestlize
vsak je prekdzkou samotné chovani jednoduchych pravidel (napfiklad prodluZovéni derivace),
je tieba pfedem odstranit e-pravidla. Napfiklad v gramatice z piikladu 4.11 po odstranéni jed-
noduchych pravidel existuje derivace S = AB = A = ..., kde nachdzime ekvivalent pouZiti
jednoduchého pravidla S — A z ptivodni gramatiky.

Piiklad 4.11
Gramatiku z pfikladu 4.11 pfedem upravime — pfevedeme na nezkracujici. Pak teprve odstranime
jednoducha pravidla.
G=({S5A4,B,C}, {a, b}, P, 5)
S —aBa| A
A—aA|B
B—=bB|AB|C |¢
C—=bA|D
Po pfevodu na nezkracujici gramatiku:
N. ={B,A,S}
G =({S,A,B,C}, {a,b}, P, 5)
S —aBalaa|Ale
A—aAlal|B
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B—bB|b|AB|A|B|C
C—=bA|D
Pravidlo S — ¢ miizeme nechat, protoZe se S nevyskytuje na pravé strané zddného pravidla
(neni nutné vytvaret novy startovaci symbol). Odstranime jednoduché pravidla:
Ng ={S,A,B,C}
Ns={A,B,C}
Np ={B,A,C} (vSimnéte sirozdilu oproti podobné mnoziné v pfikladu 4.11)
Ne =A{C}

G" = ({S,A,B,C}, {a,b}, P", S)

S —aBalaa|aA|a|e|aAla|bB|b|AB|bA|b
A—aAla|bB|b|AB|bA|b
B—bB|b|AB|aA|a|bA|b

C—bA|D

Ukoly

Odstrarite jednoducha pravidla z ndsledujicich gramatik: /r'n
G1=({S,A,B}, {0,1}, P, S) Go = ({S, A, B}, {a,b}, P, S)

S—0Al1|B|e S—aA|bB|A

A—1S|S|B A—DbAb| S |e

B—1A|S]|0 B —aBal|Ala

4.3.4 Gramatika bez cyklu a vlastni gramatika

Gramatika bez cyklu je takova gramatika, kde neexistuje zadna derivace A =T A pro jakykoliv
netermindl A. UZ z definice je zfejmé, jak gramatiku upravit, aby spliiovala tuto vlastnost — staci ji
pfevést na nezkracujici gramatiku (bez e-pravidel) a odstranit jednoduchd pravidla.

Vlastni gramatika je gramatika bez cyklu, nezkracujici a bez nadbyte¢nych symbolt. Postup je
tedy nasledujici:

e pievedeme gramatiku na nezkracujici,

e odstranime jednoduchd pravidla,

e odstranime nadbytec¢né symboly postupem, ktery jiZ zndme z redukce gramatiky.

4.3.5 Levd a prava rekurze

Gramatika je rekurzivni zleva, pokud v ni existuje derivace A =" Aq, gramatika je rekurzivni
zprava, pokud v ni existuje derivace A =T a4, A je néktery neterminél gramatiky, « je jakykoliv
fetézec z terminal(i a netermindla.

Leva nebo prava rekurze ndm miiZe branit v nékterych dalsich tpravéach a nebo v naprogra-
movéni postupu popsaného gramatikou. Obvykle nam vadi jen leva a nebo jen prava rekurze,
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2N w2

proto jejich odstranéni fesime jednoduse prevodem na tu, kterd ndm nevadi. Pfi odstratiovéni re-
kurze vychazime z toho, Ze k témuz fetézci 1ze dojit vice riznymi zptisoby. UkdZeme si odstranéni
primé rekurze, jejiz existence je patrnd pfimo z pravidla.

Piiklad 4.12
Nésledujici gramatiku zbavime piimé levé rekurze.
G = ({S,A,B}, {a,b,c}, P, S)
S — aAb|b
A — Aa | bB | ab
B — Ba| Bb | ca
Leva rekurze je v pravidlech A — Aa a didle B — Ba | Bb. Nejdiiv vyfesime prvni z téchto
pravidel — pro netermindl A. Mnozinu pravidel A — Aa | bB | ab nahradime jinou mnoZinou,
ktera generuje tentyz fetézec. Jak mtze vypadat derivace z netermindlu A?
A = Aa = Aaa = Aaaa =* Aa’ = bBa' (generujeme zprava doleva, a to nejdiiv rekurzivnim
pravidlem, rekurze je pak ukon¢ena vlevo nékterym nerekurzivnim pravidlem).
Stejny fetézec l1ze generovat pravou rekurzi, a to pfiddnim nového netermindlu a tGpravou
pravidel (ptvodni pravidla jsou A — Aa | bB | ab):
A — bBA" | abA' | bB | ab
A= aA | a
Derivace ze symbolu A pak vypada néasledovné:
A = bBA' = bBaA’ = bBaaA' =* bBa'"'A’ = bBa'
Zbyva upravit pravidla pro neterminal B — B — Ba | Bb | ca, nahradime je pravidly
B — caB' | ca
B'—aB'|bB' |a|b
Vytvorili jsme tedy ekvivalentni gramatiku bez pfimé levé rekurze:
G' = ({S,A, A, B,B'}, {a,b,c}, P, S)

S — aAb|b
A = bBA' | abA' | bB | ab
A= aA |a

B — caB' | ca
B'"—aB' |bB' |a|b

Uvedeny postup je pouZitelny pouze na vlastni gramatiku (tj. gramatiku bez cyklu, nezkracujici,
bez nadbyte¢nych symbolti). Gramatika z pfedchoziho piikladu je vlastni, proto nebylo tieba ji
pfedem upravovat.

Priklad 4.13
Odstranime pfimou levou rekurzi v ndsledujici gramatice:
G = ({S,A,B}, {a,b,c}, P, 5)

S—bAalc|A

A— Ba|b| Abb

B — aBb | Bbc | cale
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Tato gramatika neni vlastni. Je tfeba nejdiiv pfevést ji na nezkracujici, odstranit jednoduché
pravidla a teprve potom mtiZeme odstranit levou rekurzi.
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1. Odstranime e-pravidla (resp. jediné, B — ¢):
G' = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)

S—bAalc|A
A— Bal|a|b| Abb
B — aBb | ab | Bbc | be | ca
2. Odstranime jednoduché pravidlo S — A:
G" = ({S,A,B}, {a,b,c}, P", S)
S —bAa|c|Bal|al|b|Abb
A— Ba|a|b| Abb
B — aBb | ab | Bbc | be | ca

3. Odstranime pf¥imou levou rekurzi. Pravidla A — Ba | a | b | Abb nahradime pravidly

A— BaA'"|aA"|bA" | Balalb
A = bbA' | b

Déle pravidla B — aBb | ab | Bbc | be | ca nahradime pravidly

B — aBbB' | abB' | aB' | |bcB' | caB’ | aBb| ab | be | ca
B’ — beB' | be

Vytvofili jsme tuto gramatiku:
G" = ({S,A, A, B,B'}, {a,b,c}, P", S)
S —bAa|c|Bal|a|b| Abb
A — BaA'|aA" |bA" | Ba|al|b
A’ =5 bbA | bb
B — aBbB' | abB’ | aB' | |bcB' | caB’ | aBb | ab | be | ca
B' — beB' | be

Priklad 4.14
Odstranime pfimou pravou rekurzi v této gramatice:
G = ({S,A,B}, {a,b,c}, P, S)
S — aAb| AB
A — abA|c|Sc
B —bbB |cB|a
Jde o vlastni gramatiku, nemusime ji pfedem do tohoto tvaru upravovat. Postupujeme stejné
jako u odstranéni levé rekurze, jen zaménime levou a pravou stranu. Pfiddme nové neterminaly
a upravime pravidla.
Z netermindlu A muiZze byt naptiklad tato derivace:
A = abA = ababA =* (ab)'A = (ab)'c
Pravidla A — abA | ¢ | Sc¢ nahradime pravidly
A— Ac|ASc|c|Sc
A" — Alab | ab
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Derivace z neterminédlu A se zméni:
A= A'c = Alabc = A'ababc =* A'(ab)""lc = (ab)'c
Vygenerovany fetézec je tentyZz, ale zatimco u pravé rekurze byl generovan zleva doprava,
u levé rekurze je generovan opacéné — zprava doleva.
Podobné upravime pravidla B — bbB | ¢B | a:
B— Blala
B"— B'bb | B'e | bb| ¢
Vychézi ndm tato gramatika:
G =({S,A A ,B,B}, {a,b,c}, P, S)
S — aAb| AB
A— Ac| ASc|c|Se
A" — A'ab | ab
B — Blala
B' — B'bb | B'c | bb | c

Rekurze mtize byt také nepfim4, naptiklad v pravidlech
A — Bba | a
B — Aab | b
Levou rekurzi, véetné nepfimé, odstranime tak, Ze pravidla pfevedeme do tvaru, kdy prava
strana pravidla za¢ind neterminalem pouze za pfesné urcenych okolnosti. Postup:

1. Stanovime pofadi netermindlti. MiZeme si je napiiklad oznacit indexy, pfejmenovat nebo
jednoduse uréit jejich potadi. Nechf potadi neterminalti je (A;, Ag, ..., A,). Uelem algo-
ritmu je upravit pravidla tak, aby mohla zac¢inat pouze neterminély s vy$$im indexem nezZ je
index pfepisovaného netermindlu. Tim zcela odstranime levou rekurzi.

2. Pro netermindly A;,A;, 1 < i,j < n postupné transformujeme pravidla. Pro prvni krok
stanovime: = 1,5 = 1.

e Pokud j < i a existuje pravidlo A; — Aj;a, kde « je jakykoliv fetézec (j. pravidlo
pro A; za¢ina netermindlem A;), pak symbol A; v pravidle nahradime postupné viemi
pravymi stranami pravidel pro A;, naptiklad
AZ' — AjabB
Aj — bDAlCL | CA]'CL
Prvni z uvedenenych pravidel nahradime pravidly A; — bdA;aabB | C AjaabB. Prove-
deme j =j + 1.

e Pokud j = i, pak odstranime pfimou levou rekurzi podle postupu, ktery uz zname.
Provedeme j = j + 1.

e Pokud j > i, provedemei =i+ 1, j = 1.
3. Bod 2 postupu provedeme pro vSechna i, 1 <i < n.

Aby byl postup pouzitelny, musi byt uplatnén pouze na vlastni gramatiku. Postup pro pravou re-
kurzi je obdobny, jen zaménime levou za pravou stranu.




KAPITOLA 4 BEZKONTEXTOVE GRAMATIKY 71

Priklad 4.15
Odstranime levou rekurzi v nasledujici gramatice:
G = ({S,A,B}, {a,b,c}, P, S)
S—aA|AB|b
A— SBa|a
B — Bb| Aa|c
Pfima leva rekurze je zde jen v jednom pravidle, ale nepfimé rekurze se tyka vice pravi-
del. Gramatika je vlastni, neni tieba ji do tohoto tvaru upravovat. Stanovime poradi neterminala:
(A1, Az, As) = (S, A, B),
ei=1,j=1:
neni tfeba upravovat, pravidla pro S neobsahuji pfimou rekurzi.
e i=2 j=1:
jedno z pravidel pro A za¢ind netermindlem s ,niz$§im indexem”, S; upravime:
A — aABa | ABBa | bBa | a
©i=2 j=2:
feSime pi¥imou rekurzi (protoze i = j):
A — aABaA' | bBaA' | aA’ | aABa | bBa | a
A" — BBaA' | BBa

e =3, j=1:
zadné z pravidel pro B nezacind symbolem S
e i=3j=2:

zména se tykd druhého pravidla pro symbol B (za¢ind symbolem A, jehoZ index je 2). Pti
nahrazeni symbolu A v tomto pravidle pouZijeme jiZ upravena pravidla pro A:

B — Bb| aABaA'a | bBaA'a | aA’a | aABaa | bBaa | aa | ¢

ei=3j=3:
odstranime pfimou rekurzi:

B — aABaA'aB' | bBaA'aB' | aA'aB' | aABaaB' | bBaaB' | aaB' | ¢B' |
aABaA'a | bBaA'a | aA’a | aABaa | bBaa | aa | ¢

B —bB' | b

Cela gramatika bez levé rekurze:

G =({S,A,A,B,B'}, {a,b,c}, P, S)

S s aA|AB|b

A — aABaA' | bBaA' | aA' | aABa | bBa | a

A" — BBaA' | BBa

B — aABaA'aB' | bBaA'aB' | aA'aB' | aABaaB' | bBaaB' | aaB' | ¢B’ |
aABaA'a | bBaA'a | aA'a | aABaa | bBaa | aa | ¢

B~ bB'|b
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Odstranénim piimé rekurze rozsifujeme mnozinu netermindldi, proto je nutné dynamicky upravo-
vat také nadefinovanou posloupnost neterminélti urcujici pofadi. Netermindly s pravidly, které
takto vytvofime, je tfeba zahrnout do algoritmu.

Piiklad 4.16
Odstranime levou rekurzi v nasledujici gramatice:
G = ({S,A,B}, {a,b}, P, 5)
S —aA|bB
A — BaA | ab
B — BaA|b
Postupujeme podle algoritmu. Stanovime pofadi netermindld na (.5, A, B). Déle:
e i =1, j =1 :nenitfeba upravovat, pravidla pro S neobsahuji pfimou rekurzi.
e i =2, j =1,2 :neni tfeba upravovat, pravidla pro A neza¢inaji symboly S a A.
e i =3, j = 1,2 :neni tteba upravovat, pravidla pro B nezacinaji symboly S a A.
e i =3, j = 3 :odstranime pfimou rekurzi.
B—bB'|b
B’ — AaB' | Aa
Meénime posloupnost: (A1, Ag, A3, A4) = (S, A, B, B’)
e i =4, j =1:neni tfeba upravovat, pravidla pro B’ nezalinaji symbolem S.
e i=4,j=2:
B’ — BaAaB' | abaB' | BaAa | aba
e 1 =4 7=3:
B’ — bB'aAaB’ | baAaB’ | abaB' | bB'aAa | baAa | aba

e i =4, j =4 :nenitfeba upravovat.

Vysledna gramatika:

G = ({S, A, B, B'Y, {a,b}, P', S)

S —aA|bB

A — BaA | ab

B —bB"|b

B’ — AaB' | Aa

B' — bB'aAaB’ | baAaB' | abaB' | bB'aAa | baAa | aba

Ukoly
1. Odstraiite levou rekurzi v téchto gramatikdch (zvaZte, zda neni tfeba gramatiku pifedem
upravit):
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G1 = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S) G2 = ({S,A, B}, {a,b}, P, S)
S—aAB |b|SB|¢ S — AB| BA

A —bA| Aac| AB | a A — ABbA | bA | e

B — BbA | ¢ B — SA|a| BbA

2. Odstrarite pravou rekurzi v téchto gramatikach (pfip. gramatiku pfedem upravte):

Gi1=({S,A,B}, {0,1}, P, S) G2 = ({S, A, B}, {a,b}, P, S)
S —11A|01B | ¢ S — aAb|abB | ASA
A—11A| BO1| 10 A—bA|B|e

B — 01B | 00AB | 141 | 01 B — bbB | abAB | abb




Kapitola

Zasobnikovy automat

51 Co je to zasobnikovy automat

Konec¢né automaty jsou uZitecné (to zjistime predevsim v predmétu Prekladace, kdy se naucime
pouZivat stavové programovani), nicméné nejsou zdaleka vSemocné. Na nékteré tikoly nestaci,

vvvvvv

proto potiebujeme i sloZitéjsi formy automatti/stroji. O néco sloZit€jsi neZ kone¢ny automat je
automat zasobnikovy.

5.1.1 Definice

Zasobnikovy automat dostaneme tak, Ze
e konecny automat obohatime o zasobnikovou pésku,
e zajistime, aby vypocet byl fizen predevsim podle této zasobnikové pésky,
e netrvdme na tom, aby byl v kazdém kroku ¢ten vstup.
Zdsobnikovy automat je uspotddand sedmice A = (Q, X, T, 6, qo, Zo, F'), kde
¢ () je kone¢na neprazdna mnozina stavi,
e Y je kone¢nd neprazdna abeceda,

e I'je kone¢nd neprazdna zdsobnikovi abeceda,

J je pfechodova funkce definovand niZe,

® g je pocatecni stav automatu, ¢y € @,

e 7 je pocéatecni zdsobnikovy symbol, Z, € I,

e Fje mnozina koncovych stavil, F' C @ (mtZe byt i prazdna).

Prechodovd funkce 6, kterd popisuje ¢innost automatu, je zobrazenid : @ x (X U{e}) xI' — Q xI'™.
To mliZeme také zapsat jako

6(gi,a,2) 2 (45,7), 6445 €Q, a € (XU{e}), ZeT, yeI™
Konfigurace vyse definovaného zdsobnikového automatu Aje Q x X* x I'*, také miZeme zapsat
ve tvaru (¢,@,7), ¢ € Q, a € ¥, y € T,
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Pocitecni konfigurace je (qo, w, Zy), kde w je slovo, které bylo ddno na vstup automatu. Koncova
konfigurace zavisi na typu zdsobnikového automatu.
Ptechod mezi konfiguracemi zdsobnikového automatu je relace

(%’aaa,Zﬁ) + (ijaa’yﬁ) — (Qjaﬁ) € 5((]1',CL,Z)
kdea € (SU{e}), Z € (TU{e}), a € T*.

Zasobnikovy automat pracuje takto:
1. vyjme symbol na vrcholu zdsobniku,
2. mlZe/nemusi precist jeden symbol ze vstupni pasky, pokud precte, posune se o policko dal,
3. dale se rozhoduje podle

e svého vnitfniho stavu,
e symbolu, ktery vyndal ze zasobniku,
e pokud cetl ze vstupni pasky, pak i podle pfe¢teného symbolu,

4. akce automatu spo¢iva v

e piechodu do nékterého dalsiho stavu
e a v uloZeni fetézce znakti do zdsobniku.

5.1.2 Typy zasobnikovych automati

Rozeznédvame tyto zdkladni typy zasobnikovych automatti:
1. zasobnikovy automat koncici pfechodem do koncového stavu,
2. zasobnikovy automat koncici prazdnym zasobnikem.

Existuje také jejich kombinace — zdsobnikovy automat kon¢ici pfechodem do koncového stavu pii
prazdném zasobniku.

Zdsobnikovy automat koncici prechodem do koncového stavu znacime Ap. Jeho koncova konfi-
gurace ma tento tvar:

(qf7‘57’7)7 qf GF, ’761_‘*

Rozpoznavany jazyk je
L(AF) = {U) S ; (QO»U)»ZO) F *(Qf55,7)7 qf € Fa v e F*}

To znamend, Ze abychom mohli skoncit, musime pfecist cely vstup a dostat se do nékterého kon-
cového stavu. Mnozina koncovych stavii zde nebyva prazdna (kdyby byla, automat by rozpoznaval
prazdny jazyk).

Zdsobnikovy automat koncici s prazdnym zdsobnikem znatime Ajy. Koncova konfigurace vy-
padd nasledovné:
(¢,6,€), €@
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Rozpoznavany jazyk je
L(Ag) ={w e X" ; (qo,w, Zo) F *(q,¢,¢), ¢ € Q}

Abychom mohli skonéit, musime pfecist cely vstup a vyprazdnit zasobnik. Koncové stavy ne-
potiebujeme, proto je mnoZina koncovych stavii obvykle prazdna.

Zdsobnikovy automat koncici prechodem do koncového stavu pti prazdném zdsobniku znacime
Aprp. Jeho koncova konfigurace je

(Qf7€7€)7 qf er

Rozpoznavany jazyk je

L('AF,@> = {w S ; (q07w7Z0) - *(Qf,€,€>, qf € F}

N

Je tieba spInit podminky obou pfedchozich typti zaroveri —abychom mohli skonéit vypocet (Gspésné),
je tieba precist cely vstup, vyprazdnit zdsobnik a navic byt v koncovém stavu.

Vsechny tfi typy zdsobnikovych automatti konéi samoziejmé vypocet i tehdy, kdyZ nejsou
v zadné koncové konfiguraci, ale do zddné dalsi se nemohou dostat (pfechodova funkce nedava
moznost reagovat v daném stavu s danym obsahem zdsobniku a vstupni pasky). V tomto piipadé
vSak koncime s tim, Ze zpracovavané slovo nepatti do jazyka rozpoznavaného automatem.

Pfiklad 5.1
Sestrojime zdsobnikovy automat (dédle ZA) kon¢ici s prazdnym zdsobnikem rozpozndvajici jazyk
L= {wcwR ; w e {a, b}*}

Vytvofime zdsobnikovy automat rozpoznavajici prdzdnym zasobnikem. To znamen4, Ze koncit
budeme tehdy, kdyZ cely vstup bude pfecteny a cely zdsobnik bude vypraznény (véetné symbolu
konce zasobniku Zj). MnoZina koncovych stavii bude prdzdnd, protoZe Zadny koncovy stav ne-
potiebujeme.

Automat bude pracovat takto:

e v prvni fazi bude ¢ist obsah vstupu (prvni polovina slova) a uklddat do zasobniku (vzdy
co v kazdém kroku vyjmeme, vratime do zasobniku zaroven se symbolem ze vstupu, tedy
ukladdme dva symboly), jsme ve stavu gqo,

e diky principu zasobniku (¢teme v opa¢ném pofadi, neZjak byly symboly uloZeny) je ukladana
prvni polovina slova zarovei zrcadlové pfevracena,

e kdyZna vstupu narazime na c (hranice, polovina slova), pfejdeme do stavu ¢; a tim zménime
zpusob préce automatu,

e kdyz jsme ve stavu ¢;, nic do zdsobniku neukldddme, symbol, ktery v kazdém kroku vy-
jmeme, porovname s tim, co je na vstupu — kdyz souhlasi, mtiZeme pokracovat (tj. v kazdém
kroku se posuneme na vstupu a zarovern ubereme symbol ze zdsobniku).

Nasleduje ndkres s obsahem zdsobniku, vstupu a stavem v jednotlivych krocich vypoctu:
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Pfed prvnim
krokem:

q0 — | Zo

vstup: aabcbaa

Pfed druhym
krokem:

qo — a
2

vstup: abcbaa

Pred tfetim
krokem:

qdo — a

a

Zo

vstup: bebaa

Pfed ¢tvrtym
krokem:

qo — b

a

2

vstup: cbaa

Pred patym Pred Sestym Pfed sedmym  Pfed osmym Po osmém
krokem: krokem: krokem: krokem: kroku:
q — b
q — a
a a qQ— | a
Zy Zy Zy a1 — | Zo q2 —
vstup: baa vstup: aa vstup: a vstup: e vstup: €

V plné specifikaci uvedeme stavy, abecedu, zasobnikovou abecedu, pocate¢ni stav, symbol konce
zasobniku, §-funkci a mnozinu koncovych stavii (zde prazdnou), dale upfesnime piedpis J-funkce:

= ({qo, 1}, {a, b}, {a,b, Zo}, qo, Zo, 0, 0)

d(qo, a, Zy) = (qo, aZp) na zacatku vypoctu, slovo za¢ind a

d(qo,b, Zo) = (qo,bZ0) na zacatku vypoctu, slovo za¢ina b

d(qo,a, X) = (qo,aX), X € {a,b} zatim jen nacitdme a ukladdme do zasobniku
d(qo, ¢, X) = (q1,X), X € {a,b}  jsme na hranici

qi,a a) (q1,¢) shoda a v obou polovinéch slova

d(q1,b,0) = (q1,¢) shoda b v obou polovinéch slova
q1,e,20) = (q1,¢) skon¢ili jsme na vstupu i v zdsobniku

Ukézka vypoctu automatu na slovo abcba:

(qo, abcba, Zy) + (qo,bcba,aZy) F  qo : pfendsime do zasobniku obsah vstupu

F (qo, cba,baZy) + hrani¢ni bod, pfejdeme do médu ¢;

F (q1,ba,baZy) = (qi1,a,aZp) F  qi :jen vybirdme ze zdsobniku a porovndvame
l_

(q1,8,20) F (q1,€,¢) konec

Zasobnikovy automat koncici v koncovém stavu (a vlastné i ,hybridni” typ) bychom z pfedeslého

7 Yz

vytvofili jednoduse — staéi posledni ¢ast definice § funkce pfepsat takto:
6(q1,€, Zo) = (q2,€) s tim, Ze Q = {qo, q1, @2}, F' = {2}

Piiklad 5.2
Vytvorime zasobnikovy automat konéici v koncovém stavu reprezentovany stavovym diagramem
pro jazyk z ptikladu 5.1

L= {wcwR ; w e {a, b}*}
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Narozdil od kone¢nych automatti, u zdsobnikovych ndm nestac¢i ohodnotit Sipky pouze sym-
bolem nacitanym ze vstupni pasky. Musime vZdy zadat tfi tidaje (ve spravném potadi!)
e symbol nacteny ze vstupu (nebo ¢, kdyZz ze vstupu nic nenacitdme),
e symbol, ktery vyjimdme ze zasobniku (nesmi zde byt ¢!, v kazdém kroku musime né&jaky
symbol vyndat),
o fetézec, ktery ukladdme do zasobniku.

Diagram vytvofime podle § funkce v pfikladu 5.1, jen navic zakomponujeme zménu zahrnutou
v pozndmce nad timto piikladem. Vysledny diagram vidime na obrdzku niZe.

Sxox O\ ooe
H c, X, X €,20,€
X € {a,b, Zy}

U kone¢nych automatti byl diagram jesté celkem pouZitelny, ale u zadsobnikovych automatti ho
jiz nepouzivame (ve sloZzitéjSich piipadech je naprosto nepiehledny). Typicky pouzivdme zépis
pomoci d-funkce.

Ukoly

1. Podle postupti v piedchozich piikladech sestrojte §-funkci automatu konciciho v koncovém
stavu pro jazyk L = {wcwR ; w e {a, b}*}.

2. Sestrojte zasobnikovy automat pro jazyk L = {a™b" ; n > 1}.
Népovéda: prvni polovinu slova (stav qp) ¢téte a pfitom ukladejte do zdsobniku, v pfipadé
druhé poloviny slova (stav ¢, tam pfejdeme, kdyZ narazime na prvni b) ze zasobniku vybirejte
uloZené symboly a jejich pocet srovndvejte s ¢tenymi symboly b (za kazdé a v zasobniku musi
byt jedno b na vstupu). Pozor na ukonéeni — vyzkousejte, zda automat spolehlivé funguje
(musi pfijmout napiiklad slova ab a aabb, ale odmitnout prazdné slovo).

5.2 Vytvafime zdsobnikovy automat

Pfi konstrukci zdsobnikového automatu si pfedevsim musime promyslet, jakym zptisobem bude
ve kterém kroku zachazeno se zdsobnikem.
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P¥iklad 5.3
Sestrojime zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk L = {a"b*" ; n > 0}
Miizeme postupovat podobné, jak bylo doporuceno v pifedchozim tikolu. Ale pozor — pocet

symbolii bje dvojnasobny. Aby ndm ,nenadbyvaly” symboly na vstupu, zvolime §-funkci nasledovné:
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e stav go: pokud je na vstupu a (a v zdsobniku cokoliv), uloZime do zdsobniku ptvodni vy-
jmuty symbol a dale dva symboly a (tj. fetézec aa),

e stav go: pokud je na vstupu b (na vrcholu zdsobniku musi byt a, protoZe jinak by slovo ne-
patfilo do rozpoznavaného jazyka), symbol a jiz do zdsobniku nebudeme vracet, ,sparujeme”
ho s pre¢tenym symbolem b, piejdeme do stavu ¢,

e stav ¢;: pokud je na vstupu b (na vrcholu zasobniku musi byt a), reagujeme stejné jako v
pfedchozim piipadé,

e koncime s prazdnym zdsobnikem, do jazyka patii i prdzdné slovo.

Pfed prvnim Pfed druhym Pred tfetim Pfed ¢tvrtym

krokem: krokem: krokem: krokem:
qo — a
a qgq — | a
qo — a a a
a a a
9 — | Zo Zo 2o Zo
vstup: a®b* vstup: ab* vstup: b* vstup: b

Pfed patym Pfed Sestym Pfed sedmym Po sedmém

krokem: krokem: krokem: kroku:
q — a
a q— | a
Zy Zy a1 — | Zo q2 —
vstup: b* vstup: b vstup: € vstup: €

A= ({q, a1}, {a,b}, {Zo,a}, 6, qo, Zo, 0)

d(qo, a, Zo) = (qo, aaZy)
4(qo, a,a) = (qo, aaa)
(g0, b,a) = (q1,¢)
5((1175 a) = (q1,¢)
(g0, €, Zo) = (qo, )

é(qi, e, Zo) = (QL €)

Posledni dva pfedpisy pfechodové funkce urcuji chovani vedouci k ukonceni vypoctu. V okamziku,
kdy ze zasobniku vyjmeme Zj (za kterym uZ zadny symbol byt nemfiZe), nelze dal pokracovat,
protoZe v kazdém kroku vypoctu je nutno vyjmout symbol ze zdsobniku (neni co vyjmout).

Podle sestrojeného automatu zpracujeme nékolik slov (to bychom méli vzdy udélat, abychom
méli jistotu, Ze automat pracuje spravné):
(qo, aabbbb, Zy) + (qo, abbbb, aaZy) F (qo,bbbb, aaaaZy) + (q1,bbb,aaaZy) + (qu,bb,aaZy) +
F (q1,b,aZ0) = (q1.6,2Z0) F (q1,¢,¢€)
(g0, abb, Zo) + (qo,bb,aaZo) & (q1,b,aZ0) & (q1,€,Z0) = (q1,¢,¢€)
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(CIO7 g, ZO) t (QOa &, E)
q0,ab, Zy) F (qo,b,aaZy) F (q1,€,aZy) konec, slovo ab ¢ L, tato konfigurace neni koncova

(
(qo, abbb, Zy) F (qo,bbb,aaZy) F (q1,bb,aZy) + (q1,b,Z0) + (q1,b,e) opétnejde o koncovou
konfiguraci, proto abbb ¢ L (vSimnéte si posledniho provedeného kroku odvozeni)

Ukoly
1. Sestrojte zdsobnikovy automat rozpoznéavajici jazyk

L= {a""c" ; n,k>1}.

M2 Mz N 24

Népovéda: slova se skladaji ze tii ¢asti. Prvni dvé ¢asti museji byt stejné dlouhé, tedy pro né
musime pouZit synchronizaci zdsobnikem (stav go: symboly a ¢teme a ukladame do zasobniku,
stav ¢i: symboly b ¢teme a srovndvame se zdsobnikem, stav go: uz zasobnik nepotfebujeme,
jen ¢teme symboly ¢ tak dlouho, dokud jsou na vstupu).
Nezapometite ovétit, zda automat pfijima slova abe, a?b?c, abc? (to jen pro kontrolu), a jestli
nepfijima slova ¢, a, ab, b, ¢, ac (ta nepatii do jazyka rozpoznavaného automatem).

2. Sestrojte zasobnikovy automat rozpozndvajici jazyk
L = {a™bFc™ ; n,k >0}

3. Sestrojte zasobnikovy automat rozpozndvajici jazyk
L = {(01)"(10)" ; n > 0}.

4. Sestrojte zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk
L= {0"1"*3 ; n >0}
Pozor, budeme potfebovat dostatek stavii. Ovéfte, zda automat ndhodou nepfijima i ta slova,
ktera nepatfi do jazyka L.

5. Sestrojte zasobnikovy automat rozpozndvajici jazyk

L= {a"b"ca*¥* ; n>0, k> 1}.

5.3 Nedeterminismus

Jaky je rozdil mezi deterministickym a nedeterministickym zdsobnikovym automatem? Determi-
nisticky v kazdém roku reaguje jednozna¢né. Narozdil od kone¢ného automatu se to trochu hiife
pozné v krocich, ve kterych automat necte ze vstupu.

Podivejme se na automaty, které jsme zkonstruovali v pfikladech v této kapitole.
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Pfiklad 5.4
Automat v piikladu 5.1 je deterministicky, protoZe v kaZdém kroku dokdZeme reagovat zcela jed-
noznacné. Jedna se o deterministicky zasobnikovy automat. Podobné i v nasledujicim piikladé.
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Pokud dokaZeme pro jazyk zkonstruovat deterministicky automat, vime, Ze ten jazyk je determi-
nisticky. Proto jazyk

L= {wcwR ; we {a, b}*}

je deterministicky bezkontextovy jazyk.

Pfiklad 5.5
Zasobnikovy automat z pfikladu 5.3 naproti tomu deterministicky neni. Proc¢?

Podivejme se na tyto dva fadky predpisu J-funkce:
(g0, a, Zo) = (qo, aaZp)
(g0, €, Zo) = (qo, €)
V obou piipadech reagujeme ve stavu qg a ze zdsobniku jsme vytahli symbol Zy. V prvnim piipadé
sice ¢teme ze vstupu symbol a a v druhém piipadé vstup nec¢teme (,,nevsimame” si ho), ale musime
si uvédomit, Ze v Zddném kroku vlastné nejsme nuceni ¢ist vstup.

TakZze naptiklad v konfiguraci (qo, abb, Zp) jsou ve skute¢nosti dvé moZnosti jak reagovat:
(QQ, abb, Z()) H (qg, bb, CLZ())
(QQ, abb, Z()) H (qo, abb, 8)
Druhéd moZnost sice nevede ke koncové konfiguraci (vlastné ani nasledujici krok jiZ neni mozné
provést), ale to u nedeterministického automatu nehraje roli, je dtlezité, Ze dany krok l1ze provést.
Z toho vyplyva, Ze tento automat je nedeterministicky.

Kdyby bylo moZné pro dany jazyk sestrojit alespon jeden deterministicky automat, byl by
tento jazyk deterministicky, ale to nelze (pro¢?). Proto mtiZeme ¥ict, Ze jazyk
L={a"b*" ; n >0}
je nedeterministicky bezkontextovy jazyk.

Ukoly
1. Jazyk L = {wwR ; w e {a, b}*} neni deterministicky. Sestrojte zdsobnikovy automat, ktery
ho rozpoznava, a zdvodnéte, pro¢ neni deterministicky.
Napoveéda: v pfikladu 5.1 je automat pro podobny jazyk, jen chybi ,hrani¢ni” symbol c. Do
stavu ¢; tedy musime pfejit nékde na hranici, kterou ale nedokdZeme detekovat jednoznacné.
Rozhodné to bude v misté, kde na vstupu ¢teme tentyz symbol jako je ten, ktery jsme vyndali
ze zasobniku, v téchto pfipadech se tedy musi automat ve stavu gy chovat nedeterministicky.
2. Ukazte, ze jazyk L = {a"b*" ; n > 1} je deterministicky bezkontextovy jazyk.

Népoveéda: sestrojte zasobnikovy automat a vSimnéte si rozdilu oproti automatu z prikladu 5.3.

5.4 Zasobnikovy automat podle bezkontextové gramatiky

Mezi zasobnikovymi automaty a bezkontextovymi gramatikami existuje podobny vztah jako mezi
kone¢nymi automaty a reguldrnimi gramatikami. Existuje algoritmus, jak podle bezkontextové
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gramatiky sestrojit ekvivalentni zdsobnikovy automat (ten si za chvili ukdZeme) a naopak jak podle
zasobnikového automatu sestrojit bezkontextovou gramatiku (ten je sloZitéjsi, nechdme si ho na
dalsi semestr).

Postup bude zaloZen na tplné jiném principu nez u reguldrnich jazykt. Cokoliv se bude
dit, to se bude dit na zdsobniku. Budeme potiebovat jen jediny stav (resp. stav pro nds nebude
pfedstavovat Zadnou relevantni informaci, ten jeden mdme jen proto, Ze néjaky stav byt musi).
Podle zadané gramatiky sestrojime zasobnikovy automat koncici prdzdnym zdsobnikem.

Postupujeme takto:
e jediny stav g, je zaroven pocatecni,
e abecedu automatu vezmeme z mnoZziny termindlnich symbold,

e zasobnikovou abecedu utvofime z mnoZin termindlnich a netermindlnich symbold (vSe se
déje na zasobniku, tj. musime sem zatadit vSechny ,stavebni kameny”),

d-funkci sestrojime pfedevsim podle pravidel, jak uvidime o néco dale,

jako symbol konce zasobniku pouZzijeme startovaci symbol gramatiky;,
e mnozina koncovych stavii bude prazdna (kon¢ime prazdnym zasobnikem).
Zbyva urcit d-funkci. Jeji pfedpis se bude skladat ze dvou casti:

1. prvni ¢ast sestrojime podle pravidel gramatiky, pouZijeme tehdy, kdyZ je na vrcholu zasobniku
netermindl:

A=« = d(q,e,A) 2 (q,)
znamena:

pokud je na vrcholu zdsobniku netermindl A, nebudeme si v§imat vstupu, vyjmeme A ze
zasobniku a misto néj tam ddme « (pravou stranu pravidla)

2. druha cast se pouzije tehdy, kdyZz bude na vrcholu zdsobniku termindlni symbol:
0(q,a,a) = (g;€)
znamena:

pokud je na vrcholu zdsobniku termindl a a na vstupu bude tentyZ termindl, vyjmeme a ze
zasobniku a nic tam uZ davat nebudeme.

Piiklad 5.6
Podle zadané gramatiky sestrojime zadsobnikovy automat:
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, 5)

S — abSha | A

A — cAc|aB

B —aB |¢

PouZijeme jediny stav ¢, zasobnikova abeceda bude obsahovat vSechny termindly a neter-
mindly. Vysledny automat bude nésledujici:

A: ({q}7 {a,b,c}, {S,A,B,a,b,c}, 57 q, S7 (Z))
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Prvni ¢ast — podle pravidel: Druha ¢ast — podle termindlti:
0(q,¢,5) = {(q,abSba), (¢, A)} 0(g,a,a) = {(g,€)}
6(g,¢,4) = {(g,cAc), (¢,aB)} 5(g,6,0) = {(g:¢)}
d(¢,e, B) = {(¢,aB), (¢,)} 3(g,¢,¢) = {(g,¢)}

V gramatice odvodime slovo a totéz slovo rozpozndme ve vytvofeném automatu:
S = abSba = abAba = abaBba = abaaBba = abaaba

Ekvivalentni zpracovéni (téhoZ) slova v automatu:
(g, abaaba, S) + (q,abaaba,abSba) + (q,baaba,bSba) + (q,aaba,Sba) + (q,aaba, Aba) +
F (q,aaba,aBba) - (q,aba, Bba) + (q,aba,aBba) & (q,ba, Bba) F (q,ba,ba) - (q,a,a) - (g,¢,¢)

Co se vlastné dgje v takto zkonstruovaném automatu? Vimnéte si obsahu zasobniku, srovnejte ho

Ukoly

s odvozenim slova v gramatice. KdyZz si odmyslime manipulaci s termindly v zdsobniku (zleva je =1
,Jumazavame”), je jasné, Ze vlastné provadime simulaci. V zdsobniku simulujeme odvozeni slova,
a pokud se podafii v simulaci dojit v zasobniku ke slovu, které jsme méli na vstupu (pfesnéji celé
ho v zédsobniku po odvozeni ,zlikvidovat”), mizeme tvrdit, Ze slovo ze vstupu lze vygenerovat
gramatikou, podle které byl automat sestrojen.
%
m

1. Podle odvozeni (derivace) na konci piikladu 5.6 sestrojte derivacni strom. V tomto deriva¢nim
stromé sledujte, co se déje v souvislosti s rozpoznavanim slova v ekvivalentnim automatu.
Da se fict, Ze automat prochdzi urcitym zptisobem tento deriva¢ni strom?

2. Sestrojte zasobnikové automaty ekvivalentni s témito gramatikami:

= ({3}7 {aab}a P, S) Go = ({S7A7B}7 {aab}a P, S)
S —aSa | bSh|c S — bAB |aBA | e
A — abAab | €

B — baBba | €
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