Slezska univerzita v Opavé
" Filozoficko-pfirodovédecka fakulta v Opavé

Sarka Vavreckova

Teorie jazyku

a automatu

Ustav informatiky
Filozoficko-prirodovédecka fakulta v Opavé
Slezska univerzita v Opavé

Opava
26. kvétna 2016



Anotace: Tato skripta jsou uréena pro studenty predmétt Teorie jazykt a automati I
(obory Informatika a vypocetni technika, Informatika dvouoborové) a Zdklady teore-
tick€ informatiky I (obor Aplikovana informatika). Cilem je seznamit studenty s teo-
retickou informatikou, jejimi prostfedky a metodami.

Teorie jazyku a automatu I, Zaklady teoretické informatiky I

RNDr. Sarka Vavreckova, Ph.D.

Dostupné na: http://vavreckova.zam.slu.cz/formall.html

Ustav informatiky
Filozoficko-ptirodovédecka fakulta v Opavé
Slezska univerzita v Opavé

Bezrucovo nam. 13, Opava

Sazeno v systému ATEX


http://vavreckova.zam.slu.cz/formal1.html

Predmluva

Co najdeme v téchto skriptech

Tato skripta jsou uréena pro studenty informatickjch oborti na Ustavu informatiky Slezské uni-
verzity v Opavé. Obsahuji latku vyucovanou v predmeétech Teorie jazykt a automati I a Zdklady
teoretické informatiky I, ve kterych se zabyvame predevsim prostfedky a metodami teoretické
informatiky.

Pro vétsinu studentd je toto téma zcela nové, proto predem upozoriuji: budete potfebovat
zaklady matematiky, predevsim z teorie mnozin, a predevsim schopnost logického tisudku. Pokud
tyto dvé oblasti ovladate, urcité zvladnete i zde probirané témata.

Mohlo by se zdat, ze se budeme zabyvat jen nezdzivnou teorii, kterd nemé s praxi nic spolec-
ného. Jenze to neni pravda — vSe, co budeme probirat, je inspirovano praxi ¢i piimo piirodou, a vse
je také v praxi pouzitelné, jen to nemusi byt na prvni pohled patrné. Naptiklad na bakalaiském
stupni studia je pfedmét, ve kterém si uplatnéni teoretické informatiky studenti vyzkouseji na
vlastni kt1zi — Prekladace.

Nékteré oblasti jsou ,navic“ (jsou oznaceny ikonami fialové barvy), ty nejsou probirany a ani
se neobjevi na zkousce — jejich tikolem je motivovat k dalsimu samostatnému studiu nebo poméahat
v budoucnu pii ziskédvani dalsich informaci. Pokud je fialova ikona pfed ndzvem kapitoly (sekce),

plati pro vsSe, co se v dané kapitole ¢i sekci nachézi.

Znaceni
Ve skriptech se pouzivaji nasledujici barevné ikony:

° Nové pojmy, vysvétleni vyznamu nékterych postupil a znaceni, pouzivané symboly, po-

stupy, nastroje, apod. jsou znaceny modrym symbolem, ktery vidime také zde vpravo.

) Neékteré casti textu jsou oznaceny fialovou ikonou, coz znamend, Ze jde o nepovinné
useky, které nejsou probirany (vétsinou; studenti si je mohou podle z4djmu vyzadat nebo sami
prostudovat). Jejich tcéelem je dobrovolné rozsifeni znalosti studentt o pokrocild témata, na

kterd obvykle pii vyuce nezbyva moc casu.
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° Zlutou ikonou jsou oznadeny odkazy, na kterych lze ziskat dalsi informace o tématu.
Nejcastéji u této ikony najdeme webové odkazy na stranky, kde se dané tématice jejich

autofi vénuji podrobnéji.
° Cervené je ikona pro upozornéni a poznamky.

Kazdy semestr se probere odlisné mnozstvi latky, proto se pfi rozliSovani , povinného“ a ,nepo-
vinného“ Fidte predevSim seznamem otézek, ktery taktéZ najdete na mém webu.
Opticky jsou odliSeny také definice, véty, fesené piiklady a nefeSsené tlohy. Definice, véty

a priklady jsou ¢islovany, ¢isla slouzi k jednoduchému odkazovani v textu.

Definice 0.1

Definice stanovuji vyznam uré¢itého (definovaného) pojmu. Jejich piné znéni je dilezité — definici

sice nemusime nutneé umét slovo od slova zpaméti, nicméné nesmime na Zddnou cdst definice

zapomenout, musime zndt vsechny cdsti, a to formdlné sprdvné. S definici obvykle souvisi urcité

formélni znaceni, které je zdvazné.

&K| Véta 0.1

Véta (na rozdil od definice) stanovi ur¢ity vztah, obvykle jde o vztah zaloZeny na implikaci nebo
ekvivalenci. KazZdd véta by spravné méla byt dokdzdna, zde vsak budeme wvadét dikazy jen u né-

kterych vét, u jinych jen myslenku dukazu.

X8

Priklad 0.1

Takto vypada prostfedi s prikladem, napiiklad néjakého postupu. Priklady jsou obvykle komen-

tovany, aby byl jasny postup jejich feSeni.

™| Ukol

Otéazky a tkoly, naméty na vyzkousSeni, které se doporucuje pfi procvicovani uciva provadét, jsou

uzavieny v tomto prostiedi. Pokud je v prosttfedi vice tikoli, jsou ¢islovany.

s ]
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Kapitola

Teoreticka informatika

Tato kapitola je predevsim motivacni — dovime se zde, jaky md teoretickd informatika vyznam, jak

vznikla o také jaké jsou mozZnosti jejiho praktického pouZiti.

1.1 Vznik a vyvoj teoretické informatiky

Zaklady teoretické informatiky byly polozeny jiz v nékolika ptredchozich stoletich. Da se fict, ze

vychézime z téchto tii kofeni:

1. matematika,
2. jazykovéda,
3. biologie.

1.1.1 Matematika

Pocatek 20. stoleti se vyznacoval predevsim rozvojem logiky a logického usuzovani. Logika exis-
tovala a byla pouzivana jiz v antice, ovSem ve 20. stoleti pozorujeme snahu aplikovat logiku do
prakticky vsech existujicich védnich obort. Postupné se prislo na to, zZe ne vse je vypocitatelné
(dokazatelné, matematicky odvoditelné), tedy vyvstala otazka: Co lze vypocitat, matematicky od-
vodit, dokdzat?

Na tuto otdzku dokazal odpovédét Alan Turing (1912-1954), ktery za svijch
studii na King’s College v Cambridgi publikoval roku 1937 ¢lanek On Com-
putable Numbers, ve kterém predstavil koncept univerzalniho matematického
modelu, ktery pfi spravném ,naprogramovani“ dokaze vypocitat pravé to
(v8e), co je vypocitatelné. Pro tento model se pozdéji vzil ndzev Turingiv

stroj.

Turingiv stroj se sklada z 7idici jednotky (obdoba procesoru), kterd ma
k dispozici tzv. stav (obdobu vnitini proménné ¢i registru procesoru), z pdsky (obdoba operacni
paméti, do které je pred zacatkem vypoCtu zapsan vstupni fetézec) a cteci a zdpisové hlavy,
kterd pracuje s paskou a mize se na ni libovolné pohybovat (vzdy o jeden krok). Schéma je na
obrazku 1.1.
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Ul$|0]|1|A| | X|$| UL
4‘ (jednostranné) nekoneénd paska
B Ctecia zépisova hlava, pohyb obéma sméry
-

Konec¢na fidici jednotka
(4] stav (proménn4,

v 7’ v 2

vnitini pamét)

Obrazek 1.1: Turinguv stroj

Vlastnosti Turingova stroje:

e fidici jednotka se vzdy nachéazi v nékterém z predem urcenych stavi,

e Cteci a zapisova hlava ukazuje vzdy na jedno pole pasky,

o v kazdém kroku se stroj ridi podle stavu jednotky a podle obsahu pole, na které ukazuje
hlava,

e podle téchto dvou udaji (stav a obsah pole) se rozhodne o akci, kterd spociva

— ve zméné stavu jednotky (naptiklad ze stavu ,nacitani“ do stavu ,nacteno“ nebo ze
stavu ,pracuji“ do stavu ,vypindm*),
— prepsani obsahu pole na pasce nééim jinym (nebo mize pole zistat beze zmény), a

— posunu na pasce vpravo, vlevo, anebo miize hlava ziistat na stejném poli.

Vysledkem ¢innosti stroje obvykle byva obsah pasky, dilezitou informaci muzZe byt stav, ve kterém
stroj skon¢il vypocet (je mnozina koncovych stavi).

Alan Turing byl predevsim matematik, ale zabér jeho znalosti, zkuSenosti, ¢lanku a praktic-
kych dovednosti je velmi Siroky. Napiiklad za druhé svétové valky se podilel na rozluseni kédu
Enigmy, ¢imz prispél k tspéchiim ve véalce proti fasistickému Némecku, také se zabyval velkymi
povaleénymi pocitaci a umélou inteligenci (Turinguv test). To, Ze Turingiv stroj neni jen sucha
teorie, dokazali studenti ve Francii, kdyz ho sestrojili z kosti¢ek Lega (video najdete na odkazu

[5] v seznamu literatury).

Dalsi modely: Turingtv stroj byl pro nékteré jednodussi vypocty zbytecéné slozity, proto vznikly
jednodussi modely — kone¢ny automat a zasobnikovy automat. Tyto automaty jiz nejsou ,univer-
zalni*, nedokazou vypocist vse vypocitatelné, ale jejich pouzivani je mnohem jednodussi, dokazou
pracovat efektivnéji a pro stanovené tkoly zcela dostacuji (kromé jiného se daji snadno naprogra-
movat).

Nejdriv si predstavime konecny automat. Ze zakladnich modeli, kterymi se budeme zabyvat,
je nejjednodussi. Umi pouze zpracovavat sviyj vstup, neméni ho (neumi zapisovat), vystupem je
konkrétni stav. Nicméné neni problém tento koncept rozsifit a umoznit automatu i konkrétni
¢innost zavislou na stavu, ve kterém se nachézi. Schéma vidime na obrazku 1.2. Je zaloZen na

velmi jednoduchém principu:

e tidici jednotka se vzdy nachézi v n€kterém z predem urcenych stavi,

e cCteci hlava ukazuje vzdy na nékteré pole pasky,
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BIT710[1] AW X mP¥| a
4‘ jednostranné nekonec¢nd paska
B Cteci hlava, pohyb jen doprava
-

Konec¢na fidici jednotka
(4] stav (proménn4,

v 7’ v 2

vnitini pamét)

Obrazek 1.2: Koneény automat

e v kazdém kroku se stroj ridi podle stavu jednotky a podle obsahu pole, na které ukazuje
hlava,

e podle téchto dvou idajli se rozhodne o akci, kterd spociva

— ve zméné stavu jednotky,

— Vv posunu na pasce o pole vpravo.

Na rozdil od Turingova stroje se ¢teci hlava posouva v kazdém kroku o jedno pole doprava a neméa
moznost zapisovat. Vysledkem ¢innosti automatu je pouze informace o tom, ve kterém stavu stroj
skonéil, a zda precetl cely obsah pasky (nepfecetl a ,zasekl se“ — to nastane, kdyz pro dany obsah

pole na pasce a momentalni stav neni definovana zadna akce).

BRI 70| 1|A® X m ¥ a
4‘ jednostranné nekonecna paska
= ¢teci hlava, pohyb jen doprava
-
Koneén4 Fidici jednotka ||||* 5
2] 3k | zésobnik

stav (proménna,
LA ’ o
vnitini pamét) A

Obrazek 1.3: Zasobnikovy automat

Zasobnikovy automat toho jiz umi vic (fikdme, Ze je ,silnéjsi“), svymi schopnostmi je nékde
mezi koneénym automatem a Turingovym strojem. Muzeme si ho predstavit jako konecny auto-
mat, kterému jsme pridali dalsi pasku — zasobnik (pfedstavme si dodateénou pamét na pomocné
vypocty). Vlastnosti zasobnikového automatu:

e fidici jednotka se vzdy nachézi v nékterém z predem urcenych stavi,

e Cteci hlava je vzdy na nékterém poli pasky,

e automat ma k dispozici zasobnik, kde pridava shora a také shora vybira,

e v kazdém kroku automat vyjme jeden prvek ze zasobniku, a ridi se podle tohoto vyjmutého

symbolu, stavu jednotky a také se mize (nemusi) ¥idit podle obsahu pole, na které ukazuje

hlava,
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e podle téchto tii (nebo dvou) idaji se rozhodne o akci, ktera spociva

— ve zméné stavu jednotky,

— posunu na péasce o jedno pole vpravo, pokud v tomto kroku cetl symbol ze vstupni
pasky (tj. kdyZz ¢te ze vstupu, zéroven se posune dal),

— muze ulozit do zasobniku jakykoliv pocet prvka (i zddny), a to postupné po jednom,
ten, ktery vlozil jako posledni, bude hned v dal$im kroku vyjmut (tj. je na vrcholu

zasobniku).

Na rozdil od kone¢ného automatu ¢teci hlava nemusi pracovat v kazdém kroku (bud ¢te a zaroven
se posune, nebo nepracuje viitbec), nemé moznost zapisovat a pohybuje se jen smérem doprava.
Vysledkem c¢innosti je informace o stavu, ve kterém stroj skondil, zda precetl cely obsah pasky,

a pfripadné muze byt dilezité, zda do konce vypoctu stacil vyprazdnit cely zasobnik.

15>

Poznamka:

Se vSemi témito koncepty se seznamime béhem dvou semestru vyuky tohoto predmétu.

1.1.2 Jazykovéda

Formalni gramatika fesi, jak se slova utvafeji (u matematickych kofenti byl feSen problém rozpo-
znéavani jiz utvorenych slov ¢i sekvenci signali).
Noam Chomsky (1928-) je znamy americky lingvista, ktery ve svém vyzkumu

zkoumal syntaxi jazyka a schopnost lidi mluvit.
»Vsechny jazyky jsou utvoreny priblizne stejnym
zpusobem, maji stejny zdklad.“
Jeho predstavou bylo, Ze syntaxi jakéhokoliv jazyka lze popsat pomoci

sady pravidel (kterd napiiklad stanovuji misto podmétu, prisudku a dalsich

vétnych ¢lent ve vété), tuto sadu pravidel nazval formalni gramatikou. Kazdé

dité mé (podle néj) vrozenou znalost jakési univerzalni gramatiky spoleéné vSem jazykum, ktera
mu pomahé naudit se pouzivat svilj konkrétni jazyk.

Formdlni gramatika je soubor obecnych pravidel, generujeme vétu na zékladé jeji struktury

(syntaxe). Ukazku jednoduché formalni gramatiky vidime v nasledujicim ptikladu.

Priklad 1.1

Je dana tato formalni gramatika:
S — [begin] A [end)]

A— P,

A—P;A

P — [vypis| T

T — [pismeno]
T — [pismeno| T
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Podle pravidel této gramatiky muzeme provést nasledujici odvozeni (vSimnéte si, Ze symbol na levé

strané prvniho pravidla jsme pouzili jako startovaci symbol, tedy na zacatku celého odvozovéni):
S = [begin] A [end] = [begin] P ;[end] = [begin] P; P ;[end] =

= [begin|[vypis]| T; P ;[end] =

= [begin|[vypis|[pismeno| T ; P;lend] = ...

= [begin|[vypis][pismeno][pismenol[pismenol; [vypis][pismeno][pismeno][pismeno|[pismenol; [end)]

Po precteni vysledného retézce uz miizeme odhadnout, jak asi vypada jazyk generovany touto
gramatikou. Na zac¢atku mame klicové slovo begin, na konci klicové slovo end. Mezi nimi mé byt

posloupnost piikazt oddélenych stfednikem, piikaz je vzdy tentyz — klicové slovo vypis nasledované

V piikladu vidime velkd pismena (napfiklad S) a déle urcité sekvence, které mizeme povazovat

posloupnosti pismen, kterd ziejmé maji byt vypsana.

za slova (napfiklad [begin]). Kazdé pravidlo ma levou a pravou stranu, kde na levé strané mame
velké pismeno, na pravé strané je fetézec. Pravidlo predepisuje urcitou ¢innost — pokud ve zpra-
covavaném fetézci objevime velké pismeno, které je na levé strané daného pravidla, nahradime je

pravou stranou tohoto pravidla (tj. ve sméru Sipky).

Zakladni princip je tedy nasledujici: Véta se skldda ze slov, pfi skladani ¢asti potfebujeme
také pomocnd slova (,obecné terminy“), za kterd muzeme dosadit posloupnost sklddajici se ze
slov a pomocnych slov — rekurze.

Pomocna slova (tedy jakési proménné) nazyvame netermindlni symboly, skuteéna slova jazyka

pak termindlni symboly (protoze jsou na konci generovani).

1.1.3 Biologie

Aristid Lindenmayer (1925-1989) byl madarsky biolog, ktery se kromé ji-
ného zabyval popisem rustu riznych rostlin. Zjistil, ze kdyz upravi forméalni
gramatiku a pozméni jeji chovani, dokaze naptiklad simulovat rist a vyvoj
rostliny nebo déleni bunék. Model, ktery pro tento ucel vytvofil, nazyvame
Lindenmayerovy systémy (L-systémy).

Jeho zaci pak prisli na moznost grafické interpretace L-systémi, ¢imz
vznikaji rizné typy fraktalt. Fraktdl (ze slova fractus, rozbity) je geometricky

obrazec, ktery je sobépodobny (tj. ¢ast tohoto Gtvaru byva podobna Gtvaru

celému, napiiklad vétvicka mé podobnou strukturu jako cely strom), pfi¢em?z
coby velmi slozity obrazec je generovan velmi jednoduchymi pravidly. L-systémy jsou pouze jednou
z nékolika moznosti pro generovani fraktald.

U fraktalt generovanych L-Systémy jde o to, jak pomérné slozity nékres vygenerovat co nej-
jednodussim fetézcem ,,obyc¢ejnych® symbolti, které maji vyznam uréité instrukce (vykresli ¢aru,
popojdi bez vykresleni, oto¢ se doprava, doleva, uloz pismeno do zasobniku, vyjmi pismeno ze

zésobniku, apod.).
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TEORETICKA INFORMATIKA

KariTorLa 1

Priklad 1.2

Pravidlo: b — bb

Vipocet: b= bb = b* = b® = ...

Uplatiiuje se rekurze, tedy totéz pravidlo (nebo tataz pravidla)

dokud nevznikne dostatecné dlouha a ,slozitd“ posloupnost instrukci.

Obrazek 1.4: Nékolik fraktalt vygenerovanych pomoci

Priklad 1.3

N

Napriklad obrazek 1.4c na strané 6 vznikl z fetézce F+F+F+F+F+F tak, Ze jsme rekurz

symboly F (i ty nové ptid

Odvozeni by tedy vypadalo takto (uvedeme pouze prvni krok):

F+F+F+F+F+F = F[+F+F]F+F [+F+F]F+F [+F+F]F+F [+F+F]F+F [+F+F]F+F [+F+F]F =

V kazdém kroku se fetézec znacné prodlouzi, protoze se pokazdé zpracuje kazdy symbol, pro ktery

dlo — to znamena, ze délka ret

3

mame pravi
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Interpretovat (tj. v tomto pfipadé vykreslit jako obrazek) muzeme vysledek kteréhokoliv kroku
odvozeni. Cim dal odvozujeme, tim sloZité&jsi obrazek bude. Symbol ,F“ se interpretuje jako na-
kresleni ¢ary v daném sméru, symbol ,+“ je pfikaz k pootoceni o uréity thel (mtize byt tfeba
60°). Hranaté zavorky urcuji praci se zasobnikem: leva zavorka je pfikaz ,uloz do zasobniku mo-

fu
1

mentalni pozici na platné a thel natoceni“, prava zavorka znamend ,vyjmi ze zasobniku dfive

uloZenou pozici na platné a thel natoceni“ — princip zasobniku spociva v tom, Ze to, co jsme tam

L-systémy maji rtizné varianty. Existuji také tzv. stochastické L-systémy umoznujici zanaset do

ulozili jako posledni, to jako prvni vyjmeme.

generovani princip ndhody, také lze pouzit rizné barvy. Na obrazku 1.5 vlevo vidime zahon rostlin
generovanych stochastickym L-systémem, vpravo pak sadu musli z jediného L-systému, variace

jsou vytvofeny pozmeénovanim podminek generovani.

Obrazek 1.5: Rostliny a musle generované stochastickym L-systémem

Piiklad 1.4

Obrazek na titulni strance téchto skript byl vytvofen néasledovné:
e axiom (pocatecni Fetézec) je F-F-F-F
e jediné pravidlo je F — FF-F+F-F-FF
e po prvni iteraci ziskame retézec F-F-F-F = FF-F+F-F-FF-FF-F+F-F-FF-FF-F+F-F-FF-FF-F+F-F-FF
e pocet iteraci je 3, tedy interpretovany fetézec bychom zapsali na vic nez polovinu této stranky

e thel pro natoceni je zvolen na 162°

Interpretace takto vygenerovaného retézce by probéhla nasledovné: symbol F znamen4 ,,jdi rovné
a pritom nakresli ¢aru, symbol + znamend ,natoc¢ se o zadany thel (zde 162°) doleva®, symbol -
je natoceni opaénym smeérem.

Poté byl obrazek barevné upraven v programu GIMP.

!Zdroj: http://www.ccs.neu.edu/course/csgl140/abstracts/abstracts2006.html


http://www.ccs.neu.edu/course/csg140/abstracts/abstracts2006.html
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1.2 MozZnosti pouziti teoretické informatiky

V Uvodu jsme naznadili, Ze teoreticka informatika ma také své praktické vyuziti. Nyni si shriime

nékolik oblasti, kde se teoreticka informatika vyuziva:

e stavové programovani, programovani prekladact, obecné vyhodnocovani retézci s pevné da-
nou syntaxi (strukturou) véetné napiiklad zpracovavani HTML kédu webovym prohliZzedem,

e modelovani matematickych vypoctl, vizualizace,

e analyza pfirozeného jazyka (kontrola pravopisu, pieklady, atd.),

e L-systémy: biologie, fraktaly (malifstvi, filmy, apod.), fyzika (teorie chaosu, modelovani tur-
bulence, studium tornad, atd.), filmovy primysl (modelovani obrovského mnozstvi objekt,
které jsou podobné, tfebaze ne zcela stejné — les riiznych stromt, dav lidi, roj hmyzu, ¢lenity
povrch, Fiéni sit, ledové kvéty na okné, apod.),

e porovnavani slozitosti riznych algoritmt délajicich totéz (hledame efektivnéjsi algoritmus
pro danou ¢innost),

e DNA-vypoclty,

o fyzika — kvantové pocitace,

atd.

Dalsi informace:

e Generator L-systémt na NolandC: http://nolandc.com/sandbox/fractals/
e Dalsi generator: http://www.kevs3d.co.uk/dev/Isystems/ — jsou zde i pfedpfipraveny priklady

(na strance klepnéte na néktery obrazek vpravo)



http://nolandc.com/sandbox/fractals/
http://www.kevs3d.co.uk/dev/lsystems/

Kapitola

Jazyky a regularni vyrazy

2.1 MozZnosti vyuziti regularnich vyraza

Regularni vyrazy se v rtiznych podobach vyuzivaji v praxi, zejména pii vyhleddvani (na internetu
nebo tieba hledani souboru v po¢itaci), anebo tehdy, kdyz chceme néco provést s mnozinou objekti

(soubort, textu v souborech, v databazich, apod.) a potfebujeme tuto mnozinu néjak specifikovat.

Piiklad 2.1

Ukazeme si nékolik moznosti vyuziti regularnich vyrazi v praxi.

Vyhleddvdni na internetu (napiiklad Google):

’faktoriél pascal OR c++\

— chceme program pro vypocet faktorialu v Pascalu nebo C+-+

’ mravenec -Ferda ‘

— chceme stranky o mravencich, ale ne s Ferdou mravencem

Vyhleddvdni na pocitaci (Windows, DOS, unizové systémy véetné Linuzu):

*.txt

— vSechny soubory s priponou .TXT

7psax.*

— prvni pismeno jakékoliv, nasleduje fetézec ,psa“, pak cokoliv, pfipona také jakikoliv;

znamena tifeba opsané.doc, upsanec.exe, xpsa.xls, atd.

Vyhleddvdni na pocitaci (unizové systémy: grep, Windows: findstr):
— vSechny fetézce obsahujici pouze mald pismena (jakykoliv pocet, to zajisti hvézdicka)
a kondici ¢islici; hranaté zavorky urcuji mnozinu povolenych moznosti pro znak, ktery ma
byt na daném misté
— v8e, co zafind malym ,,a%, pfimo za nim muze byt jakykoliv fetézec, ktery nezacina ¢islici

(stfiska na za¢atku mnoziny dané hranatymi zavorkami znamena negaci), pak je tecka a za

-----

9
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Vyhleddvani v databdzich (vétsinou pouzivime SQL):

SELECT Jmeno, Email FROM Uzivatel WHERE Email LIKE °’%@gmail.com’

— chceme vypsat jméno a e-mail téch uzivatelt (z tabulky Uzivatel), ktefi maji adresu na

Gmailu; v SQL se jako zastupny symbol pro ,jakkoliv dlouhy fetézec jakychkoliv znaka

Reguléarni vyrazy vyuzivame coby bézni uzivatelé i tehdy, kdyz si to ani neuvédomujeme, nicméné

pouziva symbol procenta.

jako informatici bychom si to urcité uvédomovat méli. Podporu regularnich vyrazii dnes mame
vestavénou v mnoha programovacich jazycich (véetné C#, C++, Delphi, Java), nékteré jazyky
maji praci s regularnimi vyrazy doslova v ,,popisu prace* (Perl, je pro Windows i unixové systémy,
pfipadné PHP).

Dalsi informace:

http://interval.cz/clanky/regularni-vyrazy-v-prikladech/ (vysvétleni v ptikladech)

http://www.perl.cz/
http://www.linuxsoft.cz/article.php?id_article=675 (¢lanek o Perlu na LinuxSoft)

http://www.regularnivyrazy.info/regexp-programy.html (programy pro praci s regularnimi vyrazy)

https://regex101.com/ (tester regularnich vyrazi, hodi se, nez regularni vyraz pouzijeme v kon-
krétnim programovacim jazyce)

http://www.regularnivyrazy.info/regexp-tester.html (dalsi tester)

2.2 Matematicky zaklad

2.2.1 Mnoziny a jazyky

Af se zaméFime na jakykoliv teoreticky model, vzdy budeme pracovat s uréitymi proky — podle
potieby to budou znaky, pismena, ¢islice, objekty, signaly, symboly, piktogramy, atd.

Zakladnimi pojmy pro nas budou mnozina a posloupnost.

Definice 2.1 (Mnozina)

Mnozina je soubor prvki, ktery muze byt konecny i nekoneény (pak hovorime o koneéné nebo
nekoneéné mnoziné). Na poradi prvki nezdleZi a obvykle je kaZdy prvek v mnoziné pouze jednou
(neopakuje se). Pokud umoznime opakovani prvki, hovorime o multimnozing.

Pokud mnoZinu reprezentujeme vyétem, uzavieme prvky do sloZengch zdvorek: {...}. Prdazdnou

Mnoziny prvkt mohou byt napiiklad tyto: {a,b,c}, {0,1,...,9}, 0, R (mnozina realnych ¢isel),

mnoZinu obvykle znac¢ime symbolem ().

{a,aa,aaa, ...}, atd. Prvni tfi uvedené jsou kone¢né, ¢étvrtd mnozina je prazdnd, zbyvajici dvé

nekonecéné.


http://interval.cz/clanky/regularni-vyrazy-v-prikladech/
http://www.perl.cz/
http://www.linuxsoft.cz/article.php?id_article=675
http://www.regularnivyrazy.info/regexp-programy.html
https://regex101.com/
http://www.regularnivyrazy.info/regexp-tester.html
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Definice 2.2 (Posloupnost, Fetézec)

Posloupnost (sekvence) na rozdil od mnoziny uréuje i potadi prvki. Proky se mohou opakovat, lisi
se vZdy minimalné svym potadim v posloupnosti.
Pokud posloupnost reprezentujeme vycétem, uzavieme ji do kulatych zdvorek: (...).

Posloupnost znaki nazgvame fetézec (tyto znaky jsou zretézeny za sebou), v tomto specidlnim

Uréitym typem posloupnosti (co se tyc¢e poc¢tu prvkil) je usporadand dvojice, trojice, ¢tvefice, atd.

pripade mepouzivame zdvorky ani oddélovace prvku, jen jednotlivé prvky napisSeme za sebe.

Dale budeme pracovat predev§im s mnozinami slov, kterym budeme fikat jazyky. Nasleduji

definice souvisejici s jazyky:

Definice 2.3 (Abeceda)

Abeceda je konecnd mnozina prvki (objekti, znaki, symboli, signdli apod.). Obvykle predpokld-

ddme, Ze neni prdazdnd. Abecedu casto znacime velkym Teckym pismenem Sigma — 3.

Definice 2.4 (Slovo, prazdné slovo)

Slovo nad danou abecedou je konecnd posloupnost prvku z této abecedy, retézec.
Délka slova je pocet prvki v tomto slové, délku slova w zapisujeme |w|. Slovo o délce 0 nazy-

vdme prazdné slovo a znacime e (Tecké epsilon), tedy plati || = 0. ProtoZe je slovo vidy konecneé,

Slovo miiZzeme bud piimo vypsat, nebo je reprezentovat urcitym speciadlnim znakem, obdobou

je délka slova definovana (tj. existuje) pro vSechna slova.

proménné. V teoretické informatice se pro reprezentaci obecného slova Casto pouziva pismeno
w (pfipadné s indexem, abychom rozligili nékolik odlisnych slov), piseme w € ¥ (to znamena:
slovo w nad abecedou X, tedy slovo skladdajici se pouze z prvka této abecedy). Déle se totiz
budeme zabyvat nejen konkrétnimi slovy, ale pfedevs§im obecnymi postupy (algoritmy), které
maji platit ,pro vSechna slova daného jazyka“, a nebylo by technicky mozné vsechna slova tato

jazyka vyjmenovat. Misto toho pouzijeme ,proménnou® w.

Definice 2.5 (Jazyk)

Jazyk nad danou abecedou je mnozina slov, kterd se sklddaji pouze z prvki dané abecedy. Jazyk
obvykle znacime pismenem L.

Pocet slov jazyka L také znacime svislicemi: |L|. Prdazdny jazyk (neobsahujici Zadnd slova)

Jazyk mize byt i nekoneény, v tom piipadé pocet jeho slov je Wg (aleph 0, odpovidd poctu

znacime 0, tedy |0] = 0.

ptirozenych éisel, prvkit mnoziny N) nebo Ry (aleph 1, odpovidd poé¢tu redlnych cisel, prvki

mnoziny R).
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Priklad 2.2

Nasleduje nékolik ukazek abeced, slov a jazyk® nad nimi utvofenych.
e ¥ = {a,b,c} je t¥iprvkova abeceda. Ptiklady jazykt nad touto abecedou:

— Ly = {aa,ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc}

jazyk vsech slov nad abecedou X1, kterd maji délku 2

— Loy = @
prazdny jazyk, ten je nad jakoukoliv abecedou
- L3 ={e}

jazyk obsahujici prazdné slovo, ten je taky nad jakoukoliv abecedou
- L4 = {a}, L5 = {ab}
dva jednoprvkové jazyky
— Lg = {¢,a,aa,aaa,aaaaq, ...}
nekoneény jazyk vsech slov slozenych z pismene ,a* (vSimnéte si, Ze v jazyce najdeme
i slovo ¢, které je slozeno z 0 symboli a)

e 3y =1{0,1,...,9} je abeceda arabskych ¢islic. Pfiklady jazykt nad touto abecedou:
- Ly=1{0,1,2,...,9,10,11,...,99,100, 101,102, ...}

jazyk obsahujici vSechna pfirozend ¢isla, véetné nuly (mizeme oznadit jako Np)
— Lg = {000, 001,010,011, 100,101, 110, 111}
tento jazyk je ve skutecnosti nad abecedou {0, 1}, obsahuje vSechna binéarni ¢isla, ktera
Ize ulozit do t¥i bitf; pocet slov v abecedé je |Lg| = 23 = 8 (protoze pouzivame dva
znaky, které se mohou vyskytovat libovolné na tfech rtiznych mistech)
- Lg = @, L10 = {E}
Ly je prazdny jazyk (neobsahuje zadna slova), Lio je jazyk obsahujici prazdné slovo
(tj. jednoprvkovy jazyk); |Lg| = 0, |L1g| =1
e 33 ={a,3,7,9,...,w} — abeceda malych Feckych pismen
o 3y = {W, R, B, ok, ¥k, k, &} — abeceda zahradnika okrasné zahrady

e X5 ={*,=,/} — Morseova abeceda

2.2.2 Kraceni zapisu slov

7 praktickych diivodt se snazime, aby zapis slov a jazykd byl nejen co nejpiehlednéjsi, ale také

usporny a prakticky. Zapis a znaceni si ukdZzeme na prikladech.

Piiklad 2.3

Protoze pracujeme s fetézci, vyuzijeme moznost zkraceni zapis zretézeni shodnych prvki:

o a%,a3,a%,. ..

takto zkracujeme zapis dvou, tii, ¢tyf, atd. prvkd uvedenych v zékladu, je to totéz jako

aa, aaa, aaaa, . . .

e dl=W=.. . =c=¢

slovo skladajici se z nula prvku (jakychkoliv) je prazdné slovo
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o (ab)? = abab
pozor, neznamend to ,aabb®, zavorka mé prednost i zde
o (50)% =¢

toto plati v ptipadé, ze 50 chapeme jako fetézec (slovo), zde se jedna o fetézcovou operaci
a*(01)3b? = aaaa010101bb
n m-n

(a2)® = a®, podle vzorce (z™)" = x

Definice 2.6 (Operace hvézdic¢ka, Kleeneho operator, iterace)

Operace hvézdicka (Kleeneho uzdvér, iterace) urcuje nekonecéné zretézeni daného prvku. Visledkem

této operace je vZdy mekonecnd mnoZina.

Piiklad 2.4

Iteraci casto pouzivame pii zapisu nekoneénych mnozin:
e a* ={e,a,a? a3 a*,...}
uréujeme, ze prvek a se ma v Fetézci opakovat jakykolivpocetkrat (nula opakovani, jedno,
dvé, atd.), vysledkem je mnozina vSech fetézcii obsahujicich pouze symboly a (tato mnozina

obsahuje i prazdné slovo ¢ s nula vyskyty symbolu a)
o (ab)* = {e,ab, (ab)?, (ab)3, (ab)?*,...} = {e, ab, abab, ababab, abababab, . ..}
e a(abe)* = {a,aabc,a(abe)?, a(abe)?, ...}
o (bb)* = {e,bb, (bb)?, (bb)3,...} = {&,b%,b%,b°,...}
takto uréime sudy pocet prvki
o b(bb)* = (bb)*b = {b, bbb, b(bb)?, b(bb)3, ...} = {b,b3,b°,b7,...}
lichy pocet prvki
o a*(bb)* = {¢e,a,aa,bb,abb,...}

jakykoliv pocet symbold a nasledovany sudym poc¢tem symbolt b

2.2.3 Jak zapsat jazyk

Jazyk coby mnozinu slov definujeme obvykle formalnim zapisem. U konec¢nych jazyki s nékolika
malo slovy staci tato slova vypsat, ale u jazykt s velkym mnozstvim slov ¢i dokonce nekoneénych
to nejde.

Jeden ze zptusobi, jak zapsat nekoneény jazyk, jsme si ukazali v predchozim textu — pomoci

hvézdicky, kterad urcuje nasobnost prvku, jehoz je exponentem.

Piiklad 2.5

L = a* je mnozina slov (tedy jazyk) nad abecedou ¥ = {a}, v jazyce jsou vSechna slova nad touto

abecedou (vSechna slova skladajici se pouze ze symboli a).
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Dalsi zptisob zapisu nekonecénych ¢i hodné velkych mnozin je uvedeni formélniho predpisu a upies-
fujicich podminek. Vse uzavieme do mnozinovych zavorek (sloZzenych), prvni éast urcéuje formalni
predpis (jak maji vypadat slova jazyka), po oddélovaci (to je obvykle stfednik, svislice nebo dvoj-
tecka, konvence pripoustéji kteroukoliv z téchto moznosti) nasleduje seznam podminek. V zépisu
casto pouzivame proménné, které urcuji vazbu mezi formélnim predpisem a upfesnujicimi pod-
minkami.

V téchto skriptech je jako oddé€lovac pouzivan strednik.

Piiklad 2.6

Ukazeme si mnozinovy zapis jazyka s podminkami:
o Li={a";i>0}

mnozina vSech slov nad abecedou ¥ = {a} (pouze symboly a), pocet téchto symbolii je vétsi

nebo roven nule (tj. jakykoliv), tento jazyk lze zapsat i jinak: L; = a*

o Ly={a";i>0}
mnozina vsech slov nad abecedou ¥ = {a} takovych, Ze jejich délka je vétsi nez nula (rozdil
mezi jazyky Li a Lo je pouze v tom, Ze v L; je prazdné slovo e, kdezto v jazyce Lo neni,
protoZe € obsahuje nula symbolu a)

o L= {a"b"; n>0}
mnozina vSech slov nad abecedou ¥ = {a,b} takovych, Ze prvni polovina slova obsahuje
pouze symboly a, druhd pouze symboly b, symboli a a b je vidy stejny pocet;
L3 = {e,ab,a®b?,a3b3,a*b?, ...}

o Ly={a'’;i>0,j>1}
mnozina vSech slov nad abecedou ¥ = {a,b} takovych, Ze prvni polovina slova obsahuje
pouze symboly a, druhd pouze symboly b, pocet symboli a a b muze byt riuzny a symbol b
musi byt ve slové alespon jeden (to jsou rozdily oproti jazyku L3);
Ly = {b, ab, bb, aab, abb, bbb, aaab, aabb, abbb, bbbb, . . .}

o Ly = {a'b"2c' ; i >0}
mnozina vsech slov nad abecedou ¥ = {a, b, ¢} takovych, Ze je opét stanoveno poradi symbola
(nejdiiv a, pak b a teprve potom c¢), navic pocet symboll a a ¢ ve slové je stejny, symboli b
je o dva vic;
Ly = {bb,ab3c, a*b*c?, a3b°c3, abbc?, . . .}

. Lﬁz{aT : izo}
mnozina vsech slov nad abecedou ¥ = {a} takovych, Ze délka slova je vzdy druhou mocninou
nékterého ¢isla (a to je vidy vétsi nebo rovno nule) — pozor, 20 = 1;
L = {a,a?,a* a8 a'%,a%, ...}

e L7 = {(01)"001° ; n,i> 2}
mnozina vSech slov nad abecedou ¥ = {0,1} takovych, Ze v prvni ¢asti slova se stiidaji
symboly 0 a 1 (nejméné dvakrat, protoze n > 2), nasleduji dvé nuly a jakykoliv pocet
jedniéek, opét nejméné dvé (protoze i > 2);
L7 ={01010011,010100111,0101010011,0101001111, ...}
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2.2.4 Operace nad mnoZinami — regularni operace

Protoze budeme pracovat s jazyky, coz jsou mnoziny slov, zopakujeme si mnozinové operace.

Definice 2.7 (Sjednoceni jazyku)
Necht L1 a Lo jsou jazyky nad abecedou Y. Sjednocenim jazykd Ly a Lo je takovy jazyk L, ktery

obsahuje prdvé slova patrici bud do jazyka L1 nebo do jazyka Lo. Zapisujeme:

L=L1ULy={weX ; wel V we Ly} (symbolV predstavuje logické ,NEBO*) (2.1)

Piiklad 2.7

Jsou déany tyto jazyky:

o Ly ={e,a,ab}
o Ly ={ab,ba}
o Ly={a"; 2<i<6}={a%a’a' a®a’}

Sjednoceni téchto jazykid po dvojicich bude nasledujici:

o L1 ULy ={e,a,ab,ba}
jednoduse do vysledného jazyka zahrneme vSechna slova obou jazykt, slovo nachézejici se
v obou (ab) napiseme jen jednou

e L1UL3={e a,aba?a a* a’a’} = {ab} U{a’; 0 <i <6}
jak vidime, z jazyka L; se ndm dvé slova hodi k mirnému obohaceni jazyka Lj, protoze vy-
hovuji zdkladnimu predpisu pro slova toho jazyka, jen stac¢i mirné upravit ¢ast s podminkou
(rozsah pro i), ovSem nesmime zapomenout ani na slovo ab

e LoU Lz = {ab,ba,a? a3 a* a’, ab}

Operace sjednoceni je komutativni — to znamena, ze operandy (zde mnoziny) kolem operatoru

sjednoceni miizeme jakkoliv pirehazovat, plati: L1 U Ly = Lo U L;.

I"|  Poznamka:

Jak je to s prazdnou mnozinou? Pokud sjednocujeme jakoukoliv mnozinu s prazdnou mnozinou,

nic se na této mnoziné nezméni, je to jako kdyz k éislu pfi¢itdme nulu: LU{Q = L.

=1

Definice 2.8 (Zretézeni slov, zietézeni jazyku)
Nechtu = aqas ... am, v = b1by...by, jsou slova nad abecedou X. Jejich zretézend oznacujeme u-v,
zkrdacené uv, a definujeme jako slovo uv = ajay. ..ambibs...b,. Jeho délka je |uv| = m + n.

Zretézent jazyki L1 a Lo nad abecedou X je jazyk L = L1 - Lo definovany ndsledovneé:

Ll-LQZ{u-U;UGLl,UELQ} (22

~—
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Operace zietézeni neni komutativni, tedy obecné wy - we # ws - w1, Ly - L # Lo - Ly. TakZe pozor,

zadné prehazovani operandid kolem operatoru zietézeni.

Priklad 2.8

Vse si opét ukazeme na prikladech.

Zietézeni slov je intuitivni, tim se nemusime podrobnéji zabyvat — napiiklad zfetézenim slov
u = abc, v = zyz je slovo u-v = abc-xyz = abcxyz. V pripadé prazdného slova € si sta¢i uvédomit,
Ze se jednd o fetézec o délce nula. Tedy pro jakékoliv slovo w plati: w-e =¢-w = w.

Soustiedme se déle na zietézeni jazyki. Vezméme si nésledujici jazyky:

o L ={ab,cd} o Ly={e}
o Ly ={e,xy,bb} o Ly={b"; n>1}
o [3={a"; n>1} o Lg={(01)"; i >0}

Vysledkem zietézeni nékterych dvojic téchto jazykt jsou tyto jazyky:

o [y -Ly={ab-e,ab-xy,ab-bb,cd - ¢,cd - xy, cd - bb} = {ab, abxy, abbb, cd, cdxy, cdbb}

o Ly Ly ={e-abye-cd,xy-ab,xy - cd,bb-ab,bb- cd} = {ab, cd, xyab, xycd, bbab, bbed}
zde na vlastni oc¢i vidime, Ze operace zietézeni neni komutativni — stac¢i pfehodit operandy
(zde jazyky L1 a L9) a mizeme ziskat jiny vysledek

o L1 -Ly={ab-e,cd-e} = {ab,cd} = L,
pokud ke slovu jazyka L; pfidame nula znaku (slovo €), ziskdme totéz slovo, nezméni se

o L3g-Ly={a"-c;n>1}={a"; n>1}= L3
pokud kazdé slovo jazyka L3 zfeté€zime se slovem e z jazyka Ly, ziskdme opét pravé slova
jazyka Lj

e Ly -Ly={a"; n>1}-{b"; n>1} = {a™"; n,i >1}
tady pozor — ve vysledném slové budou nejdfiv pismena a, pak pismena b, ovSem mezi
poctem a a b neni definovana zadna vazba (tj. do jazyka Ls - Ls patii slovo aabb, ale taky
slovo abbb nebo aaaabb), proto potfebujeme dva rtizné indexy n, i

o Ly -Lo={e-e,e-ay,e-bbxy-e,xy-zy,xy-bb,bb-e,bb- xy,bb-bb}

= {¢g, zy, bb, xyxy, xybb, bbxry, bbbb}

o L Lo ={(01)"; i >0} {(01)"; i >0} = {(01)I(01)" ; i,k >0} = {(01)7 ; i > 0} = Lg

1>

Poznamka:

Podivejme se, jak je to s prazdnou mnozinou. Zatimco u slov plati w - € = w, u jazyki a prazdné
mnoZiny je to nasledovné: L - () = ().

Proc? Protoze ztetézeni jazykt je definovano jako mnozina obsahujici vysledky zietézeni dvojic
slov téchto jazyki, a pokud v jednom z jazyki (()) neexistuje zadné slovo, které bychom mohli
zietézit, je vysledkem prazdna mnozina. Pfedstavme si tuto situaci jako Sachovy turnaj: mame dveé
druzstva, z nichz jedno neni schopno postavit zadného hrace. Pak miizeme turnaj rovnou zrusit,
protoze zadné dvojice protivnikt nedokazeme vytvorit.

Ale pozor — jak jsme vidéli v prikladu 2.8, plati L - {¢} = L.
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Nez se zaméfime tieti reguldrni operaci — iteraci, definujeme n-tou mocninu slova a jazyka. Jedna

se o rozsifeni operace zfetézeni na n prvku (slov, jazyki).

Definice 2.9 (n-t4 mocnina slova a jazyka)

Necht w je slovo nad abecedou ¥. Pak n-tou mocninou slova w je slovo w" = w-w - ...  w.
—_———
Presnéji (iterativni definice): n-krdt
o ’u)o = £

o w" =w-w !

Necht L je jazyk nad abecedou . Pak n-tou mocninou jazyka L je jazyk L™ = L-L-...- L.
_—
Presnéji (iterativni definice): n-krdt
. I0= [}

Py Ln:L_Ln—l

Jak vidime, n-t4 mocnina neni nic tézkého — jen zfetézime n-krat zaklad této mocniny. Iterace
(Kleeneho uzavér, také operace hvézdicka) je uréena podobné, jen jako n postupné dosazujeme

v8echna pfirozend ¢isla (pocitejme zde i ¢islo 0).

Definice 2.10 (Iterace, Kleeneho uzavér)
Necht w je slovo nad abecedou Y. Pak iteraci (Kleeneho uzdvérem) slova w je mnoZina (jazyk)

w* = {w" ; n>0} (2.3)
Necht L je jazyk nad abecedou Y. Pak iteraci (Kleeneho uzdvérem) jazyka L je jazyk

o
rr=ruvrturfu...=JL" (2.4)
n=0

Piiklad 2.9

Soustfedme se dale na zfetézeni jazykt. Vezméme si nésledujici jazyky:

o L1 =1{c} o Ly={e,a} e L;={(01)"; i>0}
o Ly ={aa} o Ls={a"; n>0} o Ly={a’¥l; i,j>1}
o L3 ={ab,aa} o Lg={b"; n>1} 0L9:{aibi§i20}

Jak budou vypadat iterace téchto jazykti? Vyjdeme ze zakladniho pfedpisu L* = LOUL'UL?U...
podle vzorce (2.4) v predchozi definici:

o Li={ctu{etu{etu...={¢}
o L3 ={c}U{aa}t U{(aa)’} U{(aa)’} U...={(aa)"; n >0}
o Lj={c}U{ab,aa} - {ab,aa} U {ab,aa}® U {ab,aa}* U ...
= {e} U{ab, aa} U {abab, abaa, aaab, acaa}
U {ababab, ababaa, abaaab, abaaaa, aaabab, aaabaa, aacaaab, aaaaaal U . . .
nebudeme si zbyte¢né komplikovat Zivot a prosté zapiseme {ab, aa}”



KAPITOLA 2 JAZYKY A REGULARNI VYRAZY 18

o L;={ctU{e,a}U{e a,aa} U{e,a,aa,aaa} U...=a*={a’; i >0}
e Li={c}U{a"; n>0}U{a"; n>0}-{a"; n>0}U{a"; n>0}"...
={e}Ua*Ua*-a*Ua*-a*-a*U...=a*={a"; n>0}=Ls

jak vidime, pro tento jazyk plati L = L5
o Li={c}u{t"; n>1}U{b"; n>1}-{b"; n>1}U{b"; n>1}...
=b"={b"; n>0}=LegU{e}
pozor, toto je jiny piipad nez u jazyka Ls, mezi Lg a Lg je rozdil v jednom slové
o Li={ctu{(01)"; i>0}uU{(01)"; i>0}-{(01)"; i>0}U...={(01)";i>0} =Ly
o Li={ctu{a¥ ;i j>1}U{a¥ ;i,5>1}-{a'V;i,j>1}U...
= {(a¥)*; ij =1, k= 0}
vysledny jazyk vypada o néco slozitéji, ale ve skutecnosti se jeho zapis da hodné zjednodusit:
Ly = {a,b}" — stadi si uvédomit, Ze ve slovech jazyka se budou stiidat pismena a a b,
v jakémkoliv mnozstvi, jakykolivpocetkrat
o Lj={e}U{a®’; i>0}U{a’d’;i>0}-{ab’;i>0}U...={(ab)"; ik>0}

tento jazyk nelze zjednodusit tak jako predchozi, jen muzeme néktery z indexti nechat jit az

od 1 misto od 0

I5"|  Poznamka:

A co prazdna mnozina (u nas prazdny jazyk)? Plati 0* = {e} UQUD? U.. ., tedy 0* = {e}. Jinak

FeCeno: Cokoliv na hvézdicku je jazyk obsahujici minimalné prazdné slovo.

1

V této casti kapitoly o regularnich vyrazech jsme se zabyvali pouze reguldrnimi operacemsi — to je
sjednoceni, zfetézeni a iterace. Tyto operace jsou oddéleny od ostatnich z jednoho velmi dtilezitého
divodu — pravé tyto operace se pouzivaji pri tvorbé regularnich vyrazi, jak uvidime o nékolik

stranek déle.

2.2.5 Ostatni mnozinové operace

Pozitivni iterace je definovana témér stejné jako iterace, jen do vysledného jazyka automaticky

nedopliiujeme prazdné slovo.

Definice 2.11 (Pozitivni iterace)
Necht w je slovo nad abecedou .. Pak pozitivni iteraci slova w je mnoZina (jazyk)

wh={w"; n>1} (2.5)
Necht L je jazyk nad abecedou . Pak pozitivni iteract jazyka L je jazyk

LT=r'vrru...=JL" (2.6)
n=1
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V samotnych definicich se rozdil mezi iteraci a pozitivni iteraci projevuje zménou v dolni hranici
indexu n — misto hodnoty 0 je zde hodnota 1. Z toho vyplyvéa, ze pokud v ptivodnim jazyce nebylo
prazdné slovo, nebude ani v jeho pozitivni iteraci. Nicméné — pokud v ptvodnim jazyce slovo €

je, pak bude samoziejmé i v pozitivni iteraci jazyka.

I¥"|  Poznamka:

Symbol + pouzivany v exponentu pfi zapisu pozitivni iterace je pon€kud zradny, miize se plést
s bindrnim operdtorem + (coZ zjistime, az definujeme regularni vyrazy). Proto ho nebudeme

pouzivat, pokud to nebude vyslovené nutné. Ono to vlastné ani nutné neni, protoze plati:

Lt =L-L* (2.7)

=1

Piiklad 2.10

Srovname iteraci a pozitivni iteraci u nékolika jazyku:

’ Jazyk L H Iterace L* ‘ Pozitivni iterace L+

{a} a*={a"; i >0} at ={a'; i>1}

{e} {e} {e}

{e,a} at*={a"; i >0} a* = {a’; i >0}

{a,b} {a,b}" = {¢,a,b,aa,ab,ba,bb,aaq, ...} | {a,b}" = {a,b,aa,ab,ba,bb,aaa, ...}
{a’;i>0} | {a*; i>0} {a’; i >0}

{a*; i>1} | {a*; i>0} {a’; i>1}

Definice 2.12 (Prunik jazyku)

Necht Ly a Lo jsou jazyky nad abecedou X. Prinikem jazykd L1 a Lo je takovy jazyk L, ktery
obsahuje prave slova patrici jak do jazyka Ly, tak i do jazyka Lo. Zapisujeme:

L=LinNLy={weX*; we L A we€ Ly} (symbol A je logické ,A ZAROVEN®) (2.8)
ES

Piiklad 2.11

Jsou déany tyto jazyky:
e Ly ={e,a,aa,ab}
o Ly = {ab,ba}
o L3y=1{a"; i>0}
Prinik téchto jazyki po dvojicich bude nésledujici:
e Li1NLy= {ab}

do vysledného jazyka zahrneme pouze ta slova, ktera jsou v obou, zde je to jen slovo ab
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e L1NLs={ea,aa}
tyto dva jazyky maji spolecna tii slova
e IoN Lg = (D

tyto jazyky nemaji zadné spoleéné slovo, jsou disjunktni (jejich prunik je prazdny)

Prinik je také komutativni operace, tj. L1 N Ly = Lo N L.

| Poznamka:

O priniku s prazdnou mnozinou plati, ze LN = () — vysledkem priiniku dvou jazykt je mnozina

slov nachéazejicich se v obou jazycich zaroven, ale v prazdném jazyce zadna slova nejsou.

Definice 2.13 (Rozdil jazyku)
Necht L1 a Lo jsou jazyky mad abecedou . Rozdilem jazyki Ly a Lo je takovy jazyk L, ktery

obsahuje prave ta slova patrici jok do jazyka Ly, kterd se nenachdzeji v jazyce Lo. Zapisujeme:

L=L1—Ly={weX¥X; weli N wé¢ Ly} (2.9)

O operaci rozdilu jazykiu plati totéz co o podobné aritmetické operaci rozdilu ¢isel: neni to komu-

tativni operace.

Priklad 2.12

Jsou déany tyto jazyky:

e Ly ={e,a,aa,ab}
o Ly = {ab,ba}
o Ly={a";i>0}

Rozdil téchto jazyki po dvojicich bude nésledujici:

o Ly — Ly={e,a,aa}
Ly — Ly = {ba}
jako zaklad vezmeme vzdy prvni uvedeny jazyk (pfed operdtorem —), odstranime z néj
vSechna slova, kterd jsou v druhém uvedeném jazyce
o Ly — Ly = {ab}
Ly— Ly ={ad"; i>3}
v druhém pfipadé jsme posunuli spodni hranici pro exponent ¢ na hodnotu 3, abychom
vylouéili slova a®, al, a?, ktera se nachézeji v obou jazycich
o Ly — Ly ={ab,ba} = Lo
Ly—Ly={a";i>0}=1Ls

tyto jazyky jsou disjunktni, proto zadna slova nevyrazujeme
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Nad toutéz abecedou ¥ miize byt definovano mnoho riznych jazykt, nicméné jeden z nich je vzdy

nejuplnéjsi — jazyk vsech slov, kterd lze z prvkt doty¢éné abecedy utvotit. Tento jazyk znacime 3*.

Definice 2.14 (Doplnék jazyka)
Necht L je jazyk nad abecedou X. Doplrikem jazyka L (vzhledem k ¥*) je jazyk obsahugici vSechna

slova nad abecedou X kromé slov jazyka L:

L="-L={weX¥; w¢lL} (2.10)

Piiklad 2.13

Je dilezité si uvédomit, ze doplnék se vztahuje vzdy k urcité nadmnozin€, obvykle se tedy jedna
o mnozinu ¥*. Ukazme si vytvofeni dopliku jazyka na nékolika piikladech:
e Ly ={a"; i>1} je jazyk nad abecedou %; = {a}
Li=%i—Li={d";i>0}—{d"; i>1} ={e}
e Ly={a"; i >0} je jazyk nad abecedou X9 = {a}
E:Eg—ng{ai; iZO}—{ai; i>0} =0
o L3 ={we {a,b}" ; |w| <5} je jazyk nad abecedou X3 = {a,b}
L3 =35 - Ly ={w € {a,0}" ; w| > 5}

Definice 2.15 (Zrcadlovy obraz, reverze)

Necht w = ajag . ..ay je slovo nad abecedou . Zrcadlovym obrazem (reverzi) slova w je slovo
wl =a"... a?al. Je ziejmé, Ze plati (w™)F = w.
Necht L je jazyk nad abecedou X. Zrcadlovym obrazem (reverzi) jazyka L je jazyk obsahugict

reverzi vsech slov jazyka L:
ey R={wes; wfeL} (2.11)

Vytvorit zrcadlovy obraz jazyka je snadné, staci zrcadlové prevratit vSechna slova. Vysledny jazyk

ma stejny pocet slov jako ptivodni, zrcadlovym obrazem prazdného jazyka je opét prazdny jazyk.

Piiklad 2.14

Vytvorime zrcadlovy obraz n€kolika slov a jazyki:

e w; = abed, wi = dcba
o wy=¢, w =e=ws
tady neni co pfevracet, proto wf = wo

e w3 = jelenovipivonelej, wi = jelenovipivonelej = ws

slovo, jehoz reverze je stejna jako ptuvodni slovo, se nazyva palindrom, mize to byt i véta

(pfedchozi slovo je vlastné taky palindrom)

o Ly = {abcd}, LT = {dcba}
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Ly = {abc, vyz,0123} , LE = {cba, zyx, 3210}

v reverzi jazyka provedeme reverzi jednotlivych slov

Ly={a"; n>0}, Li¥={a"; n>0} = L3

jazyky nad jednoprvkovou abecedou jsou vzdy shodné se svou reverzi
L4 = {abc, cba, 012,210}, LE = {cba, abc, 210,012} = Ly

dvojice slov jazyka jsou navzajem reverzni, tedy plati LE = L, (uspotadani zde nefesime)

L5:{(17'b7,27j>0}, L5R:{bjal’ 27.7>0}

Definice 2.16 (Homomorfismus)
Homomorfismus je zobrazeni h: X — A* spliujici homomorfni podminky:

o h(e)=¢
e hia-x)=h(a) h(x), kdea€e X, z e X*

Abeceda X je vstupni abecedou, abeceda A je vystupni abecedou zobrazend.

Homomorfismus slova definujeme jako zobrazeni h : ¥* — A* s vyse uvedenymi podminkami.

Je dulezité si uvédomit, ze predchozi definice homomorfismu se vztahuje pouze na homomorfismus

Homomorfismus aplikovany na jazyk L je zobrazeni h(L) = {h(w) ; w € L}.

aplikovany na znaky a fetézce a operaci zfetézeni.

Prvni homomorfni podminka uréuje, Ze zobrazeni mé zachovavat neutrdlni prvek (nulovy
prvek). Neutralni prvek je takovy prvek mnoziny (zde mnoZiny fetézci), ktery pfi zfetézeni s ja-
kymkoliv jinym prvkem mnoziny nijak neovlivni vysledek. U fetézcli a operace zietézeni je to
prazdné slovo e, protoze € - w = w - = w pro jakékoliv slovo w € ¥*. Pokud jako zékladni
mnozinu vezmeme mnozinu celych ¢isel a jako operaci s¢itani, neutralnim prvkem bude ¢islo 0,
protoze 0 +n = n + 0 = n pro jakékoliv celé ¢islo n.

Druha homomorfni podminka stanovuje zachovani vysledku operace zietézeni — homomorfis-
mus zietézeni odpovida zietézeni homomorfismu (tj. je jedno, kterou z operaci provedeme dfiv —

zfetézeni nebo homomorfismus).

Piiklad 2.15

Urceme si tyto tfi homomorfismy:

o f(a) = abc e g(a) =000 o hia) =%
f(b) =cc g(b) = 0100 h(b) =R
fle)=¢ glc) =11 h(c) = %

Nyni podle definovanych homomorfismt zobrazime nasledujici slova a jazyky:
e w; = aabbcc f(w1) = abc-abc-cc-cc-e-¢e = abcabceece
g(w1) = 000 -000-0100 - 0100 - 11 - 11 = 000000010001001111
h(w)) =& -®-B-B-K- ¥k = BEBDBB KK

o wy=¢ flwe) =¢, g(w2) =€, h(wz) =¢  (homomorfismus zachovava prazdné slovo)
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o w3 = bcb f(ws) =cc-e-cc = ccce
g(ws) = 0100-11-0100 = 0100110100
h(ws) = B - % - B = HKkB
o L; ={a,ab,cc} f(L1) = {abe, abe - cc, e - &} = {abe, abcce, €}
g(L1) = {000, 000 - 0100, 11-11} = {000, 0000100, 1111}
h(L1) = {®, ® B, % ¥} = {®, BB, KK}
o [h={a"; n>0} f(L2) = {(abc)™ ; n >0}
g(L2) = {(000)" ; n >0} = {03 ; n >0}
h(Lz) = {®" ;

Ly = {a'c"; i >0} f(L3) =

5| Poznamka:

Pravé diky homomorfnim podminkdm mutZeme toto zobrazeni uplatiiovat ,,po znacich“ a nejsme
nuceni definovat vysledky pro cela slova jazyka.

V algebfe se pojem ,homomorfismus® ¢asto zkracuje na ,morfismus“ — je to totéz.

=1

Dalsi zobrazeni, které si predstavime, je rozsifenim homomorfismu — v pripadé homomorfismu je

vysledkem uplatnéni zobrazeni vzdy slovo, u substituce je to mnozina slov (jazyk).

Definice 2.17 (Substituce)

Substituce je zobrazeni s: ¥ — 227 ze vstupni abecedy ¥ do mnoZiny viech podmnoZin mnoZiny

A* spliugict homomorfni podminky:

o 8(6):6
e s(a-x)=s(a)-s(x), kdeac X, ze€¥*

Substituce slova je zobrazeni s: ¥* — 287 spliujici vyse uvedené podminky. Substituce jazyka

L je definovdana pomoct substituce slov jazyka L:
s(L) = U s(w) (2.12)

Jak vidime, rozdil mezi homomorfismem a substituci je pouze ve vysledku — u substituce budeme

mit za rovnitkem misto jediného slova mnozinu slov.

Priklad 2.16

Urceme si tato t¥i substituéni zobrazeni:

o fla) = {00, 11} * g(a) = {ab,ba} * ha) = {a" ; n >0}
f(b) ={0"; i >0} 9(0) = {<} h(v) = {a* ; i > 0}
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Nyni podle definovanych substituci zobrazime nasledujici slova a jazyky:
e wy =aab  f(wy) = {00,11} - {00,11} - {0" ; i > 0}
= {0000,0011,1100, 1111} - {0¢ ; i > 0}
g(w1) = {ab,ba} - {ab,ba} - {e} = {abab, abba, baab, baba}
h(wi) = {a" ; n>0}-{a" ; n>0}-{a® ; i >0}
= {e,a,a%,d?,...} - {e,a,a%,a3,...} - {a,a% a*,d®, ...} = {a" ; n>1}
o wy = bb flwz) = {075 i>0}-{0°; i>0}={0";i>0}
(w2) = {e} {e} ={e}
h(w3) { ;120}'{2i;i20}:{a2i+2j;i,j20}
= {a,a%a*a8,...} - {a,a? a*,a8,...}
e Ly ={ab,aa}  f(L1)={00,11}-{0°; i >0} u{00,11}-{00,11}
= {00,11} - {0%; i > 0} U {0000,0011,1100,1111}
= {00,11}- {0%; i > 0} U {0011,1111}
z druhé mnoziny vyradime vse, co je jiz obsazeno v prvni
g(L1) = {ab,ba} - {e} U {ab,ba} - {ab,ba}
= {ab, ba, abab, abba, baab, baba}
W(Ly) = {a"; n >0} {a® ; z’>0}U{a" :n>0}-{a"; n>0}
= {e,a,a%,...} - {a,a% a* d® ...} U{c,a,a? ...} - {e,a,a%, ...}

e"; n>0}={e}

— {(aT’)"; z‘,nzo} :{ak; k:zo}

protoze pro i = 0 dostaneme {a'™ ; n >0}

{

e Ly={t";n>0}  f(L)={(©0)";in>0}={0""; in>0} = {0*; k> o0}
) ={
)

2.2.6 Vlastnosti mnoZinovych a retézcovych operaci

V pfedchozim textu byla jiz zminéna vlastnost komutativity nékterych operaci. Pro tplnost zde
uvedeme definici komutativity operace nad mnozinou (fetézcti ¢i mnozin fetézci), a to pro obecnou

operaci o za kterou si miizeme dosadit naptiklad sjednoceni nebo prunik.

Definice 2.18 (Komutativita)

Necht o je bindrni operace definovand nad mnoZinou A. Operace o je komutativni, pokud plati:

roy=youx, kdex,y€ A (2.13)

U bindrni komutativni operace tedy lze zaménit operandy bez zmény vysledku. Uz vime, ze ko-

mutativni jsou napfiklad tyto operace:

e sjednoceni mnozin fetézctli, protoze X UY =Y U X

e priniku mnozin retézcd, protoze X NY =Y NX
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Naopak komutativni nejsou tyto operace:

e zietézeni prvki/Fetézcl, protoZe obecné u - v # v - u (tfebaze v nékterych konkrétnich

pripadech muze platit rovnost)

e zietézeni mnozin (jazykl), protoze obecné X - Y #Y - X

e rozdil mnozin fetézci, protoze obecné X —Y #Y — X
7 aritmetickych operaci jsou komutativni séitani a nasobeni, naopak nejsou komutativni od¢itani
a déleni. Komutativitu uvazujeme pouze u binarnich operaci, tedy u jinych tuto vlastnost nema
smysl stanovovat (napfiklad iterace ¢i doplnék jsou unéarni operace).

Dalsi vlastnosti, kterou uvazujeme u bindrnich operaci, je asociativita.

Definice 2.19 (Asociativita)

Necht o je bindrni operace definovand nad mnoZinou A. Operace o je asociativni, pokud plati:

(roy)oz==xo0(yoz), kdex,y,z€ A (2.14)

Pokud je operace asociativni, mizeme ji dle pfedpisu v definici ,,prezévorkovat“. Asociativni jsou

napriklad tyto operace:
e sjednoceni mnozin Fetézci, protoze (X UY)UZ =X U (Y UZ)
e prinik mnozin fetézcd, protoze (X NY)NZ=XN(Y NZ)
e zietézeni prvki/fetézctl, protoze (u-v) - -w =wu- (v - w)
zietézeni mnozin (jazykl), protoze (X -Y)-Z=X-(Y - Z)

Asociativni neni operace rozdilu mnozin fetézcti, protoze obecné (X —Y) —Z # X — (Y — Z), jak

vidime na Vennovych diagramech na obrazku 2.1.

] (x-Y) )y —2)
N&x-v)-Zz Nx - -2

Obréazek 2.1: Operace rozdilu mnozin neni asociativni

Definice 2.20 (Distributivita)

Necht o1 a o9 jsou bindrni operace definované nad mnoZinou A. Operace o1 je distributivni vzhle-

dem k operaci og na dané€ mnoziné, pokud plati:

x oy (yogz)=(xoyy)og(xoy2), kde x,y,z € A (2.15)
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Distributivitu bézné vyuzivame v aritmetice — operace sou¢inu (nasobeni redlnych ¢isel) je distri-
butivni vzhledem k operaci s¢itani na mnoziné redlnych ¢isel: z- (y+2) = (z-y)+(x-z). V piipadé
mnozZinovych operaci je to nasledovné:
e operace sjednoceni je distributivni vzhledem k priniku mnozin:
XUulYnZ)=(XUuY)n(XUZ)
e operace priuniku je distributivni vzhledem k sjednoceni mnozin:
XNYuZ)=(XnY)U(Xn2Z)
e operace zietézeni je distributivni vzhledem k sjednoceni i priniku mnozin:
X YuzZ)=X-Y)u(X- -2
X-YnZ)=(X-Y)Nn(X-2)
e operace sjednoceni neni distributivni vzhledem k rozdilu mnozin, kdezto operace priniku
ano: XU(Y —2)#(XUY)—(XUZ)
XNY-2)=(XnY)—(XNn2Z)
Naopak operace rozdilu neni distributivni vzhledem k sjednoceni ani pruniku.

XU(Y-2) (XUY) - (XUZ) XNnY-2)=(XnY)=(XN2Z)

Y X Y X Y

<
%
53N
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Floe

/3’3’0

KX X

,0‘0.0’0.0

SRR

LKL

Z Z
)y —2)
N xuy-2) N (xuy)-(Xxuz) N xny-2)

Obréazek 2.2: Distributivita sjednoceni a pruniku vzhledem k rozdilu mnozin

Co se tyce aritmetickych operaci, je zajimavé, Ze zatimco operace nasobeni ¢isel je distribu-
tivni vzhledem ke s¢itani, ale naopak to neplati (operace s¢itani ¢isel neni distributivni vzhledem
k nasobeni). Podobnymi vztahy bychom se mohli zabyvat jesté dlouho, nicméné to je oblast patiici
spise do predmétu zabyvajiciho se algebrou.

Dalsi uziteéné vzorce, které se ¢asto pouzivaji v dikazech o mnozinach, jsou De Morganova
pravidla. Tato pravidla jsou postavena na vlastnostech priniku, sjednoceni a dopliiku mnozin, také
je mozné je pouzit v pripadé logickych operaci (konjunkce, disjunkce, negace). Jejich autorem je

britsky matematik August De Morgan Zijici v 19. stoleti.

Definice 2.21 (De Morganova pravidla)

Necht A a B jsou mnoziny. Pak plati ndsledujici vztahy:
AUB = AnB (
ANB = AUB (

[4]

Tyto vztahy se daji zapsat i trochu jinak, napiiklad pro prvni: AU B = AN B.
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2.2.7 Par fetézcovych operaci navic

Nasleduji definice nékolika operaci nad jazyky, které se pouzivaji zejména pii zpracovani textu.

Definice 2.22 (Levy a pravy derivat jazyka)
Levy derivdt jazyka L podle slova x je mnoZina vsech slov takovych, Ze pokud je k nim zleva operaci

zretézend pridano slovo x, patri do jazyka L.

S(L)y={weX*; z-welL} (2.18)
Pravy derivat jazyka L podle slova x je mnoZina vsech slov takovych, Ze pokud je k nim zprava
operaci zietézeni priddno slovo x, patri do jazyka L.

(L) ={wes*; w-zel} (2.19)

Jak vidime, levy derivat vlastné pracuje s pfedponami (prefixy) slov. Je dan jazyk a dale fetézec,

v jazyce hleddme vSechna slova, kterd timto fetézcem zacinaji. Vysledkem je mnozina takto nale-
zenych slov s tim, ze doty¢nou pfedponu (fetézec na zacatku slova) odstranime. Slova ptuvodniho
jazyka, ktera hledanou predponu vibec nemaji, se do vysledku nedostanou.

S pravym derivatem je to podobné, jen zde pracujeme s piiponami (postfixy) misto piedpon.
Zjistime, ktera slova daného jazyka konéi predepsanym fetézcem (pfiponou), tato slova vybereme

a odstranime pfiponu.

Piiklad 2.17

Pokud L = {abc, abbba, ccbd, acab, cba}, pak
e 6L, (L) = {c,bba}
e 5/ (L) = {bc,bbba, cab}
e 0p.(L) = {abb,c}

Pokud L = {(ab)’(ba)" ; i > 2}, pak
o 0Ly (L) = {(ab)"*(ba)’ ; i > 2}
® Sppa(L) = {(ab)!(ba)'=2 ; i > 2} = {(ab)"*2(ba)’ ; i >0}
o (5(ba)4(L) = {(ab)™*(ba)" ; i > 0}

Vsimnéte si, ze nékterd slova jazyka L se ve vysledném jazyce viibec neprojevila.

Levy a pravy kvocient je zobecnénim levého a pravého derivatu.

Definice 2.23 (Levy a pravy kvocient)

Levy kvocient jazyka L1 vzhledem k jazyku Lo je sjednocenim levijch derivdtu jazyka Ly vzhledem

ke vsem slovum jazyka Lo.
LQ\LI = {we X", existuje v € Ly tak, ze z-w € L1}
= {wed(ry); ze Ly} (2.20)
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Pravy kvocient jazyka L1 vzhledem k jazyku Lo je sjednocenim pravych derivdtu jazyka Ly vzhledem

ke vsem slovum jazyka Lo.
Ll/L2 = {weX"; existuje x € Ly tak, ze w-x € L1}
= {wed(ly); z e Ly} (2.21)

IS

Poznamka:

vvvvvv

znaceni vyse vzhledem k lomitku nebo opa¢nému lomitku (v definici je znacen vzdy L), kdezto

z toho, ktery je ve znaceni nize, bereme piedpony nebo pripony.

Piiklad 2.18

Jsou dény tyto jazyky:
Ly = {ab, aad, ac} L3z =a* L5 = (ab)* L7 = {e,abc, ab}
Ly = {a'bc® 5 i > 0} Ly =a*b* Lg = (ab)™
Stanovime tyto levé a pravé kvocienty:
i Ll\L2 = {c,cc}
v§imnéte si, ze opravdu jde o konec¢ny jazyk, tfebaze Lo je nekoneény
o 1,\l1=10
protoze zadné slovo z jazyka Lo neni prefixem zadného slova jazyka Li; pozor, nejkratsi
slovo z jazyka Lo je b, nikoliv
° L3\L2 = {ambci ; 0<m <i}
postup: vezmeme slovo z L, napiiklad a*bc?, a pouzijeme jako prefixy postupné slova
g,a,a?,a®,a* z jazyka L3 — viechna do délky poétu symboli a ve slové z jazyka Lo, pak
dalsi slovo, atd.
. L4\L2:L2U{ambci; 0<m<ilu{c;i>0}
prvni ¢ast: z Ly zvolime €; druhd ¢ast: z Ly zvolime slova a*; tfeti ¢ast: z L4 zvolime a*b
protoze Ly C {a™bc' ; 0 < m < i}, vysledek mtizeme zjednodusit; jak?
e ;\L2=Lyu{c}
pokud z = ¢, pak ziskdme Lo; pokud = = {ab}, ziskdme {c}; dalsi slova z Ly nelze pouzit
L4 Lﬁ\L2 = {C}
e ,\L2=L,U{e,c}
e Li/1.=LiU{e a}

pozor, ted uz pocitdme pravy kvocient

hd Ll/L6: {6,61}
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2.3 Regularni vyrazy

Konecné se dostavame k reguldrnim vyrazim. Nasledujici definice regularniho vyrazu je iterativni
— definujeme nejdfiv poc¢ateéni podminky (béazi), coz obvykle znamend jakousi poc¢ateéni mnozinu,
ze které se sklddaji dalsi prvky definované (obvykle nekone¢né) mnoziny, a nasledné pomoci iterace

(rekurze) stanovime pravidla pro vytvareni téchto dalsich prvki.

Definice 2.24 (Regularni vyraz)

Definujeme pomocnou mnozinu ® = {0,e,+, -,*,(,)}.
MnoZina RV (X) vSech reguldrnich vyrazi nad abecedou ¥ je nejmensi mnoZina slov takovd,
Ze plati
o slova se sklddaji ze symbolu abecedy ¥ U @, pricemzZ ¥ a ® jsou disjunktni,
e ) € RV(X), e € RV(X), a € RV(X) pro kazdé a € %,
e jestlize o, 5 € RV (X), pak taky
(e + B) € RV (YD),
(a-B) € RV(S),
()* € RV(Y).

Bazi je v této definici prazdni mnozina, jednoprvkova mnozina obsahujici prazdné slovo a prvky
mnoziny Y. Posledni bod seznamu urcuje iterativni podminky urcujici, jak maji vypadat dalsi

prvky mnoziny vsech reguldrnich vyrazi.

I5"|  Poznamka:

Regularni vyraz oznacuje mnozinu fetézci s danou vlastnosti, jazyk je také mnozina fetézcii (slov)

s danou vlastnosti. Proto plati, zZe kaZdy requldrni vyraz urcuje néktery jazyk.

Regularni vyraz ‘ Jazyk ‘

0 (), tedy prazdny jazyk

€ {e} (jazyk obsahujici jen slovo s nulovou délkou)
a, a €X {a} (jazyk obsahujici jen slovo a s délkou 1)
a+f {a} U{B} (sjednoceni)

a-f {a} - {B} (zfetézeni)

()* {a}* (iterace)

Tabulka 2.1: Vztah mezi zapisem regularnich vyrazu a jazyktu

Ted uz vidime, pro¢ v pfedchozim textu byly operace sjednoceni, zietézeni a iterace oddéleny
v samostatné sekci s nazvem requldrni operace — pravé pomoci téchto operaci jsou tvoreny regularni

vyrazy.
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Priklad 2.19

Ukazeme si nékolik regularnich jazykt a ekvivalentnich regularnich vyrazu.
Ly = {a'¥ ; i,j >0}

Ry = a*b*

Lo = {ak g k> 1}
Ry = aa*

Ly = {a,b}*

R3 = (a + b)*

Ly = {d'c(ab)’ ; 4,5 > 0}
Ry = a*c(ab)*

Ls = {1%w; i >0, w € {0,1}"}
Rs = (11)(11)*(0 + 1)*

Le = {a’b; i >0} U {bla; i>0}
Rg = aa™b + b*a

L7 = {e} U ({ab*a’ ; i > 0} U {b%a® 1 ; i > 0}) - {ca’ ; i >0}
Ry = € + (abbbba™ + bba(aa)*) - ca*

U posledniho z uvedenych jazyki bychom si méli dat pozor na prioritu operatorit — zietézeni ma

vyssi prioritu nez sjednoceni (podobné jako v aritmetice ma nasobeni vyssi prioritu nez séitani),

proto pfi tvoreni slov patficich do tohoto jazyka nejdiiv fesime zfetézeni (vaze vice), a az potom

sjednoceni.

7 predchoziho prikladu vyplyva, ze zapis pomoci regularniho vyrazu byva obvykle kratsi a Casto

i prehlednéjsi. Proto se tento zptisob zapisu pouziva ¢astéji, pokud je to mozné.

15>

Poznamka:

Pozor — kazdy regularni vyraz miizeme vyjadiit pomoci mnozinového zapisu, ale naopak to neplati.

Napiiklad pro jazyky {a?" ; n > 0}, {a’b’ ; i > 0} a mnohé dalsi neexistuje ekvivalentn{ regularni

vyraz, protoze slova téchto jazyku nelze souhrnné vyjadrit pouze pomoci regularnich operaci.

=1




Kapitola

Konec¢né automaty

Nejdriv se budeme zabyvat nejjednodussim typem modeli, které byly zminény v kapitole 1.1.1
o matematickych kotenech teoretické informatiky, konecnymi automaty, a také se podivame na

zdklady prdce s jednoduchymi gramatikams, se kterymi jsme se uz trochu seznamili v kapitole 1.1.2.

3.1 Konec¢ny automat

Jak uz vime, koneény automat je matematicky model, nicméné tento model si mizeme predstavit
i na prikladech z praxe.

Na obrazcich 3.1, 3.2 a 3.3 vidime nékolik jednoduchych diagrami (orientovanych graft) ko-
ne¢nych automati. Diagram pfehledné (u jednodussich automatt) zobrazuje prechody mezi stavy

(8ipky) a signdly (symboly), které jsou pfi tomto pfechodu naditany a zpracovavany (ohodnoceni

sipek).
Popis:
- zapni 4 OPIS
@ Voo vypnuto
v Vypni__ Z.............. zapnuto

Obrazek 3.1: Elektricky spotfebi¢ jako konecny automat

Popis

Vo vypnuto
C,Z................ Cervend, zelena
oC............ oranzova od Cervené
OZ.............. oranzova od zelené

Obrézek 3.2: Semafor jako koneény automat

31
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)
Zobrazena, ; ;

2rusit

Obrézek 3.3: Automat na jizdenky

vzit listek

Koneény automat je vzdy v nékterém (vnitinim) stavu, ktery si mizeme ptedstavit jako pro-
ménnou nabyvajici pfedem stanovenych hodnot. Pracuje jednoduse tak, Ze na zakladé informace
o svém momentdlnim stavu a déle podle signalu, ktery dostal (symbolu na vstupu) se pfesune
do nékterého jiného stavu a zarovenl se posune na vstupu, tedy ocekavé dalsi signal (je pfipraven

nacist dalsi symbol z pasky).

3.1.1 Definice koneéného automatu

Koneény automat jsme si zatim predstavili jako tereticky model, ktery postupné zpracovava za-
dany vstup (v kazdém kroku jeden signal/symbol/znak/objekt/atd.), a zdroven meéni sviij vnitini

stav (tj. posouvé se mezi ruznymi stavy). Nyni uvedeme formalni definici koneéného automatu.

Definice 3.1 (Koneény automat)
Koneény automat je usporadand pétice A = (Q,%, 0, qo, F'), kde je

Q ... neprdzdnd konecnd mnoZina stavi

Y ... neprdzdnd konecnd abeceda (mnozina signdli)
6 ... prechodovd funkce, definovand nize

qo ... poldteéni stav, o € Q

F ... mnoZina koncovych stavi, FF C Q, F # ()

Pfechodova funkce § konecného automatu (dile KA) A= (Q,%, 4, qo, F) je definovdna takto:
0: QxX—Q (zdpis pomoci mnozin)
d(q,a) =1, kde g7 € Q, a € X (symbolicky zapis)

V této definici je stanoveno, jak urcujeme zékladni atributy konkrétniho konec¢ného automatu —
do jakych stavi se mize dostat (napiiklad zapnuto/vypnuto), s éim dokaze pracovat (s jakymi
signaly, znaky, objekty apod., které dostava na sviyj vstup), co s nimi provadi (d-funkce), za
jakych okolnosti (ve kterém svém stavu) muze ukonéit svou ¢innost (napiiklad jen tehdy, kdyz je
vypnuty). Predpis pfechodové funkce muze vypadat napiiklad takto:

d(vypnuto, zapni) = zapnuto

To znamena, ze kdyZ je stroj pravé vypnuty (je ve stavu vypnuto) a dostane signél ,zapni®, piejde

do stavu zapnuto, tedy se zapne.
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5| Poznamka:

V definici je nejen dulezité poradi a znaceni prvk zminéné usporadané pétice, ale také slova
yheprazdna“, ,konecna“. Definici sice neni nutné znat doslova zpaméti, ale je tfeba vzdy zaradit

vSe, nic nevynechat.

=1

Prechodovou funkci se budeme zabyvat i nadale. Kazdy jeji pfedpis nam rikd, co mame provést
v jednom kroku ¢innosti automatu. Vzdy je dtlezité uvédomit si, podle ¢eho se rozhodujeme, co

bude provedeno. Tedy predpis urcuje:
e v zavorce za symbolem 0 je to, podle ¢eho se rozhodujeme:

— ve kterém stavu je pravé automat a
— co pravé ¢teme na vstupu (jaky signal automat dostal)

e za rovnitkem je to, jak mame reagovat: zménou stavu automatu.
Kazdy stroj potiebuje svou pamétf (napiiklad béZzny poéita¢ mé operacni pamét, pevny disk,
vyménna paméfova média, apod.), v pfipadé koneéného automatu se jednd o pamét pro stav

automatu a o vstupni pasku. Shriime si tedy, co si musi koneény automat neustéle pamatovat:

e momentalni stav,

e nepiectenou ¢ast vstupni pasky (ta prectend je uz zpracovand, neni tieba ji mit v paméti).

Tyto informace jsou uloZeny v konfiguraci automatu, kterd se postupné meéni.

Definice 3.2 (Konfigurace, pocatecni a koncova konfigurace)

Oznacme ¥* mnoZinu vsech slov, kterd lze utvorit ze symboli abecedy Y. Konfigurace KA je
uspordadand dvojice (q,w), kde ¢ € Q, w € X* (neprectend cdst vstupni pasky).

Ddle definujeme tyto pojmy:

e Pocatecni konfigurace je konfigurace (qo,wp), kde qo je pocdtecni stav automatu a wy je

startovaci (pocatecni) slovo

e Koncova konfigurace je konfigurace (qs,€), kde qy € F

Koneény automat je v pocatecni konfiguraci, pokud se nachézi v pocateénim stavu a na vstupu
je cely vstupni Fetézec (tj. jeSté nezacal pracovat). Koneény automat je v koncové konfiguraci,

jestlize je v nékterém z koncovych stavii (kterémkoliv z nich) a cely vstup je pfecteny.

Definice 3.3 (Pfechod mezi konfiguracemi)

N

Relaci prechodu mezi konfiguracemi znacime symbolem F a definujeme ji takto:

(gi,aw) F (gj,w) g 3(gi,a) =q;j, kdeqi,q;€Q, aeX, weX* (3.1)

Jak vidime, pfechodova funkce § je ,¢innou*, dynamickou ¢asti definice koneé¢ného automatu,

protoZe urcuje, co se ma provést v jednom kroku ¢innosti automatu, jinymi slovy — pfi prechodu

mezi dvéma konfiguracemi automatu.
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V definici (v symbolickém zépisu) stoji, ze od konfigurace (¢;, aw) prechazime ke konfiguraci
(gj,w), a to podle pfedpisu (g;,a) = ¢;. V piedpisu je stanoveno, ze prechizime ze stavu g;
(ten je v prvni konfiguraci) do stavu ¢; (ten je v druhé konfiguraci), a to tehdy, kdyz na pésce
¢teme symbol a (ten byl v tomto kroku ,pfecten, zpracovan). Jak vidime, symbol a je v prvni
konfiguraci na zac¢atku nepfectené ¢asti vstupu (je tam aw), v druhé konfiguraci symbol a zmizel

(byl precten). Retézec w je prosté zbyvajici nepfectend ¢ast vstupu.

3.1.2 Zpracovani slova a jazyk automatu

Zatim mame definovan jeden krok vypoctu koneéného automatu — relaci Prechodu mezi konfigu-

racemi. Automat takovych krokt vzdy provede tolik, kolik vyZaduje zpracovani vstupu.

Definice 3.4 (Vypocet slova v koneéném automatu)

Vigpocet slova v koneéném automatu je posloupnost konfiguraci zacinajici pocdatecni konfiguraci

s dangm slovem a koncici nékterou koncovou konfiguract, vztah mezi sousednimi konfiguracemi je

dan relaci prechodu F.

Priklad 3.1

Vypocet slova v kone¢ném automatu — semaforu na obrazku 3.2 na strané 31 — muze byt naptiklad
takovy:
(V, ztttttt) = (C tttttto) = (OC, ttttv) = (Z, ttttw) = (0Z, ttto) F (C ttv) = (OC, tv)

F(Zv)F (V,e)
V jiném koneéném automatu se stavy Q = {qo,q1,-..,q3}, stav g3 patfi do mnoziny koncovych
stavi a prechodova funkce obsahuje mimo jiné ptedpis d(qo, a) = g3 (a dalsi), miize vypocet slova
vypadat treba takto:
(g0, abed) = (g3, bed) = (qu, ed) - (g3, d) = (g3, €)

Zakladem tedy je, ze v kazdém kroku automat zpracovava pravé jeden symbol ze vstupu (a ten

symbol béhem zpracovani zmizi, tedy vstup se v kazdém kroku zkracuje), dale v kazdém kroku

Vigpocet konci uspechem pouze tehdy, kdyz je poslednim prvkem posloupnosti koncova konfigurace

podle predpisu ménime stav automatu.

(tj. stav z mnoziny koncovych stavi a cely vstup je piecteny). Pokud tomu tak neni a nelze provést
dalsi krok (posledni konfigurace neni koncova a ve funkci ¢ jiz neni pfedpis, ktery bychom mohli

pouzit), vypocet skonéi netspéchem.

5|  Poznamka:

Uvédomme si, jaky je vlastné rozdil mezi funkci a relaci — u funkce nas zajimé jeji vysledek
(z uré¢itého defini¢niho oboru, ¢asto to byva ¢islo, nebo konkrétné u d-funkce oznaceni stavu),
kdezto u u relace (jinak feceno vztahu) nés zajimd, zda dany prvek do relace pat¥i ¢i nikoliv (tedy

vysledkem je hodnota z mnoziny {true, false}).
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Nez budeme pokracovat v definicich souvisejicich s automaty, uvedeme par pomocnych definic,

které mozna znadme z algebry:

Definice 3.5 (Reflexivita a tranzitivita relace)
Necht R je relace na mnoziné M. R je reflexivni, jestlize pro kazdy prvek mnoziny M plati, Ze je
v relaci se sebou samym, tj. Yr € M : =z R x.

Relace R je tranzitivni, jestlize pro jakékoliv tri prvky mnoZiny M plati, Ze pokud je pruni
v relaci s druhym a druhy s tretim, pak proni prvek je v relaci s tretim:
Ve,yze M: xRy N yRz = zRz

Pro ucely dtikazu (ale i dalsi ucely) zavedeme nésledujici oznaceni:
(4 @) F* (g5, 5) (3.2)
Toto oznaceni znamend, ze z konfigurace (g;, «) se po provedeni k pfechodu uplatnénim J-funkce
automatu presuneme do konfigurace (g;, 3). Cislo k uréujici poéet provedenych prechodil je pii-
rozené ¢islo véetné 0 (hodnota 0 znamena, Ze nebyl proveden zadny krok), tedy k € Np.
Kdyz do predchozi definice dosadime ,nasi* relaci pfechodu mezi konfiguracemi, ziskame toto

tvrzeni:

| Véta 3.1 (Reflexivita a tranzitivita relace pfechodu mezi konfiguracemi)

Relace = prechodu mezi konfiguracemi v konecném automatu je reflexivni a tranzitivni.

X8

Dukaz: Nejdiiv se zaméfme na reflezivitu. P¥i pouziti oznaceni uvedeného ve vzorci (3.2) mu-
Zeme napsat: 0

(Qi7 Oé) H (Qw Oé)
(za k jsme dosadili ¢islo 0). Tento vztah je platny pro jakoukoliv konfiguraci v kone¢ném automatu,
ponévadz odpovidé situaci, kdy v urcitém stavu automatu cekdme na provedeni dalsiho kroku,

proto je relace prechodu mezi konfiguracemi reflexivni.

Nyni k tranzitivité. Pfedpokladejme, ze v (libovolném) konecném automatu existuji tyto dvé

posloupnosti konfiguraci:
(Qia OZ) l_k (CI]a 5)

(g,8) F™ (ap,7)

Znamena to, Ze z konfigurace (g;, ) se lze presunout po k krocich do konfigurace (g;, 5) a z kon-
figurace (g;, 3) po m krocich do konfigurace (g, 7).

Pokud jsou tyto vztahy platné, pak v grafu automatu existuje cesta ze stavu ¢; do stavu
¢; a hrany (pfechodil) na této cesté jsou ohodnoceny postupné prvnimi & symboly z Fetézce c,
pri¢emz po odstranéni tohoto k-prvkového prefixu z fetézce a vznikne Tetézec 5. Podobné v grafu
existuje cesta ze stavu ¢; do stavu g, s ohodnocenim hran na cesté prvnimi m symboly fetézce 3,
a odstranénim tohoto m-prvkového prefixu vznikne fetézec ~.

Predpokladejme tedy, Ze oba vztahy z predpokladu plati zaroven:
(qi7a) I_k (QJaﬁ) A (QJ7B) }_m (qp77)
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tedy existuje cesta v grafu automatu ze stavu ¢; do stavu g; podle prefixu slova « a zdroven cesta
ze stavu ¢; do stavu g, podle prefixu slova 3. To ale znamend, Ze v grafu existuje cesta ze stavu
¢; do stavu ¢, (pfes stav ¢;) s ohodnocenim k-znakového prefixu slova o a nasledné m-prvkového
prefixu slova (3 (coz je vlastné k + m-znakovy prefix slova oo — zamyslete se nad divodem). Proto

muizeme napsat
(qiya) Fk (q]76) A (QJMB) Fm (Q;Daﬁ}/) = (Qi7a) Fk—i_m (qp77)

a relace pfechodu mezi konfiguracemi je tranzitivni. O

Definice 3.6 (Reflexivni a tranzitivni uzavér relace pfechodu mezi konfiguracemi)

Reflexivni a tranzitivni uzdvér relace = prechodu mezi konfiguracemi konecného automatu ozna-
cujeme H* a rozumime pod nim jakgkoliv pocet (i 0) opakovdni uplatnéni relace prechodu mezi
konfiguracemi.

Tranzitivni uzdvér relace = oznacujeme =1 a rozumime pod nim jakykoliv pocet opakovdni

Zejména reflexivni a tranzitivni uzavér relace prechodu F* budeme casto pouzivat v pripadé, ze

uplatnént relace prechodu mezi konfiguracemi, nejmeéné jeden.

budeme chtit u kone¢ného automatu ,zkratit“ zapis dlouhé posloupnosti prechodt mezi konfigu-

racemi. Uplatni se i v nasledujicich definicich.

Definice 3.7 (Rozpoznani (prijimani) slova koneé¢nym automatem)

Konecny automat A = (Q,%,0,qo, F') rozpozndvd (prijimd) slovo w, pokud existuje posloupnost
vypoctu tohoto slova v automatu, tedy pokud se lze z pocdtecni konfigurace (qo,wo) postupnym

uplatriovdnim relact prechodu dostat do nékteré koncové konfigurace:

(q0,w) F* (gy,¢), kdegqs € F

Definice 3.8 (Jazyk kone¢ného automatu)
Jazyk koneéného automatu A je mnoZina vech slov w, kterd automat prijimd:
L(A) ={weX; (qo,w) F* (qf,¢), kde g5 € F} (3.3)
Automat A rozpozndvd jazyk Lj;, pokud prijimd pravé slova jazyka L; (tj. prijimd vSechna
slova jazyka, ale neprijimd Zddné slovo do jazyka nepatiici).

Znacime Lj = L(A) (jazyk L; je rozpozndvdn automatem A, je jeho jazykem).

Koneény automat mizeme vyjadrit tfemi rliznymi zpisoby:
e pomoci diagramu: tento zptlisob je pro automaty s nékolika stavy nejnazorné;jsi,
e pomoci d-funkce: tento zptisob je matematicky nejvhodnéjsi, ale jeho nazornost je ponékud
nizsi,
e tabulkou prechodt (pfechodovou tabulkou): pfehledny, zejména tehdy, kdyz je jen maélo

signalii, na které automat reaguje.
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Priklad 3.2

Ukazeme si vSechny mozné zapisy konecného automatu. Zakladni specifikace je nasledujici:

A= ({QO7Q1}7 {avb}’ 9, qo, {Q1})

Diagram: S-funkce: Tabulka prechodti:
a T 8(q0,a) = qo stav\vstup H a ‘ b
ﬂ (5((]0, b) =aq —qo || 90 | Q1
b - d(q1,b) = qo —aq | - |

V reprezentaci pomoci diagramu znac¢ime stavy kruznicemi nebo elipsami, pfechody orientovanymi
cestami v tomto grafu. P¥imo vidime, kam ktery pifechod vede, také se v menSim automatu lépe
hledaji cykly.

Reprezentace pomoci §-funkce ma jedno specifikum — narozdil od ostatnich reprezentaci neni
primo ze zapisu funkce jasné, ktery stav je pocatecni a které stavy jsou koncové. Proto je nedilnou
soucasti zapisu specifikace A = ({qo,q1}, ..., kterou mame zapsanu na zacatku tohoto ptikladu.

Reprezentace pomoci prechodové tabulky se pouzivé nejen pro svou piehlednost i v pripadé
rozsahlejSich automat, ale je prakticka také v nékterych algoritmech. Jak vidime, je tfeba Sipkami
poznadit, ktery stav je poc¢atecni (Sipka vedouci ,k automatu“ —) a které stavy jsou koncové (sipka

vedouci ,,od automatu® <).

Jeden z moznych vypoctt v automatu:
(g0, aadb) = (qo, ab) F (qo,b) F (q1,¢) proto aab € L(A)

Predchozi vypocet byl Gspésny, jednalo se o slovo patrici do jazyka rozpoznavaného automa-

tem. Nicméné automat miize mit na vstupu i slova nepatiici do jeho jazyka, napiiklad:
* (qo,bba) & (q1,ba) - (g0, a) - (qo, €)
tato konfigurace neni koncova: qp ¢ F', proto bba ¢ L(.A)
e (qo,ba) - (q1,a) F 777

dal nelze pokracovat (neni vhodny ptedpis v d-funkci, ve stavu ¢ nelze reagovat na sym-

bol a), ale konfigurace neni koncovd, slovo nebylo zpracovéano, proto ba ¢ L(.A)

Jazyk automatu:
L(A)={a"b; n>0}-{(ba*b)’; i >0} = a*b(ba*b)*

Zbyva posledni definice této sekce, kterd ndm umozni stanovit, kdy jsou dva (obecné rtazné defi-

nované) kone¢né automaty ekvivalentni.

Definice 3.9 (Ekvivalence automatu)
Konecéné automaty A1 a Az jsou ekvivalentni, pokud jsou jejich jazyky shodné: L(A1) = L(A3).

Ekvivalentni automaty se tedy mohou lisit napriklad v oznaceni a poctu stavi, dokonce mohou

mit odliSnou J-funkci. DileZité je jen to, Ze generuji naprosto stejné mnoziny slov.
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3.2 Nedeterminismus

V zékladni definici kone¢ného automatu existuje pro kazdé slovo prijimané automatem prave jedna
cesta v diagramu automatu, a tedy vypocet je vidy jednoznacény (tomu fikdme deterministicky).
Vyhodou tohoto postupu je, ze takto vytvoreny koneény automat se snadnéji programuje, protoze
v klasickém programovani je jednoznacnost nutnou podminkou.

Nékdy je vSak jednodussi vytvorit automat, ktery tuto vlastnost nemé, tedy pro néktera
prijimand slova muize existovat vice riznych cest v diagramu. Zde si takovy automat definujeme

a ukazeme si také zptsob prevedeni na puvodni formu.

Definice 3.10 (Nedeterministicky koneény automat)

Nedeterministicky koneény automat (NKA) je takovy koneény automat A = (Q,%,9,qo, F'), kde
d: QxX — P(Q). Ostatni soucdsti definice jsou stejné jako u (deterministického) konecného

P(Q) je potenéni mnozina mnoziny (), je to mnozina vsech jejich podmnozin (véetné prazdné

automatu.

mnoziny a také samotné mnoziny Q). Miizeme se také setkat se zapisem 29, ten znamena totéz.
V nékterych stavech na urcity signal muZe existovat vice neZ jedna moznost jak reagovat,
dokonce pro néktera slova muze v grafu automatu existovat vice riznych cest od pocatec¢niho
stavu do nékterého koncového.
V deterministickém automatu (DKA) pro jedno slovo existuje pravé jedna cesta v grafu (je

automatem rozpoznavano) nebo zadna cesta (slovo neni v jazyce automatu).

Definice 3.11 (Jazyk rozpoznavany NKA)
Jazyk rozpozndvany nedeterministickym konecnym automatem je

L(A) = {w ex” ; (q()aw) H* (Qf75)7 qf € F}

—~
'OO
=~

~—

[4]

15>

Poznamka:

Jazyk rozpoznavany nedeterministiskym konecnym automatem je tedy mmnozina vsech slov nad
abecedou ¥, pro kterd existuje alespon jeden vypocet (cesta v grafu automatu) od poc¢atecniho
do kteréhokoliv koncového stavu.

Definice vypadéa prakticky stejné jako u deterministického automatu, rozdil je ,uvniti“, v de-

finici §-funkce.

&K| Véta 3.2

Necht A je nedeterministicky konecny automat. Potom existuje deterministicky koneény automat

A’ takovy, Ze L(A) = L(A") (tj. rozpozndvaji stejny jazyk).
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Nez se pustime do dikazu této véty, podivame se na postup konstrukce a nasledné si konstrukeci

ukézeme na piikladech. Pak bude néasledovat dikaz této véty.

Postup konstrukce: Potfebujeme obecny postup (algoritmus) toho, jak pro jakykoliv nedeter-
ministicky automat vytvorit ekvivalentni deterministicky konec¢ny automat. Oznacme:
A=(Q,%, 9, qo, F') nedeterministicky (ten mame)

A =(Q, 2,8, q), F') deterministicky (ten chceme vytvorit)

Stavy nového automatu budou odpovidat mnozinam stavi puvodniho. Pro kazdou rovnost
0(gi,a) = {qj, qr} stavy (mnoziny) {¢;}, {g;, ¢x} budou patfit ke staviim nového automatu.
Postup:

e Q' ={M; M CQ}=P(Q) =2% - novad mnozina stavii bude mnozinou viech podmnozin

puvodni mnoziny stavii,

e ¢, = {qo} — pocatecni stav je jednoprvkova mnozina obsahujici ptivodni pocatecni stav,

e M e F' & MNF # () - koncové stavy jsou vechny, které (coby mnoziny) obsahuji alespoii

jeden puvodni koncovy stav,

e §'(M,a) = {q; q € é(p,a), p € M} = Uyen 6(q,a) — sjednotime vSechny mozné reakce

v daném stavu na dany signal do jediné mnoziny, ta bude novym stavem. 0

Piiklad 3.3

Nejdiiv si ujasnime, jak vlastné budou vypadat stavy nové vytvaieného automatu. Pokud ptivodni
automat .4 ma mnozinu stava @ = {X,Y, Z}, pak mnozina stavi ekvivalentniho deterministického

automatu je tato: { 0

{x}, {v}, {7},
{X,Y}, {X, 2}, {Y,Z},
(X.,Y,Z} }

Pokud naptiklad mame v ptivodnim automatu predpis 6(X,a) = {X, Z} (tj. ze stavu X na signdl
a se lze presunout do stavu Z nebo zustat ve stavu X)), pak v novém automatu vytvofime predpis
0'({X},a) ={X, Z}, ktery jiz je plné deterministicky.

Ovsem nestaci pouze podle existujicich predpist vytvorit obdobné s pridanim mnozinovych
zavorek (nic jiného jsme vlastné zatim neudélali), jesté zbyva pfidat dalsi pfedpisy d-funkce.
Vsimnéte si, ze zde by napiiklad neexistoval pfedpis pro to, jak se chovat ve stavu {X, Z}. Tento
stav ve vysledném automatu rozhodné existuje (dokonce do néj vede ptrechod ze stavu {X}), ale
jaké prechody vedou z tohoto stavu?

Pokud se jedna o mnozinu (novy stav) {X, Z}, zfejmé budou vést néjaké prechody ze stavu X
a ze stavu Z. Pokud v puvodnim automatu bylo mozné urcitym zptisobem pokracovat z nékterého
z téchto dvou stavii, bude mozné stejnym zpusobem pokracovat i ze stavu {X, Z}. Tento stav
vznikl sjednocenim staviit X a Z, tedy provedeme operaci sjednoceni i na pfechodech vedoucich
z téchto ptivodnich stavi. Napfiklad jestlize v ptivodnim automatu existoval predpis §(X, b) = {Y'}
a 0(Z,b) ={Y,Z} (a zaddné jiné predpisy pro tyto stavy a signal b uz neexistovaly), vytvoiime
v novém automatu prechod ¢'({X, Z},b) ={Y} U{Y,Z} ={Y, Z}.
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Takto budeme postupovat pro vSechny prechody v pivodnim automatu, tedy nam staci ovla-

Pokud pracujeme s reprezentaci d-funkce ve tvaru tabulky, mizeme jednoduse postupovat tak,

dat predevsim operaci sjednoceni mnozin.

7e v tabulce ptuvodniho automatu ,uzavorkujeme“ ohodnoceni radka a bunky do mnozinovych
zavorek a pak pro kazdou mnozinu z bunék, kterou neni ohodnocen zadny radek, pridame radek
tabulky a doplnime obsah bunék na daném radku.

Jak uréit obsah nové buiiky: pokud je fadek ohodnocen mnozinou {g¢;, g;, ...}, pak do bunky
sepiSeme obsah bunék na fadcich {g¢;}, {g;}, ... v daném sloupci, tedy vlastné sjednocujeme radky

jednotlivych prvk mnoziny.

Piiklad 3.4

L= (a+b)bb = {{a,b}"bb; n >0} Ptvodni nedeterministicky KA:
A= ({a0.01. 02}, {a. b}, 6.0, {22)) Alal v
A= (Q', %, ¢, qp, F') = qo || 9 | 9,0
qi || - q2
— Qg2 | - -
Ekvivalentni deterministicky KA: Sjednotime, odstranime nepotiebné stavy:
A’ H a ‘ b A’ H a ‘ b
— {q} {ao} {90, a1} — {q} || {ao} {90, a1}
{a} 0 {a2} {q0, a1} || {90} | {90, 91, g2}
— {2} 0 0 {0, 01,92} || {20} | {9, 01, a2}
{90, 01} {q0} {90,901, @2}
+ {90, @2} {q} U0 {q0, 1} UD
—{q1, q2} Dub {g2} U0
{90, 01,2} || {20} V0UD | {q0,q1} U{ga} U0

Prvni tii fadky tabulky prechodi jsme jednoduse piejali s doplnénim mnozinovych zavorek, ptip.
symbolt prazdné mnoziny pro bunky, které ptivodné byly prazdné. Dalsi radky jsou jiz kombi-
naci ptavodnich stavi o rdzném poctu prvki, pricemz symbol prazdné mnoziny v tomto pripadé
nebudeme fadit do mnoziny stavi vytvareného automatu. Obsah bunék novych fadkt vytvorime
uplatnénim operace sjednoceni.

Protoze mnozina stava je zbytecné rozsahla, provedli jsme odstranéni nepotfebnych stavi.
Pozdéji si ukdzeme algoritmus, zde nam postaci védét, ze vyradit lze stavy, do kterych nevede
cesta z pocatecniho stavu, a stavy, ze kterych nevede cesta do zddného koncového stavu. Mizeme
to provést, protoze vyfrazené stavy by se nijak neprojevily na jazyce generovaném automatem.

Mnozina stavii automatu A’ je po odstranéni nepotfebnych stavi:

Q' = {{w}, {90, a1}, {90, 41,2} }, je triprvkova.
Mnozina koncovych stavi: F/ = {{qo, qi, qg}}, je pouze jednoprvkova.
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Dukaz (Véta 3.2): Necht A = (Q,%,0,qo, F) je nedeterministicky koneény automat. Dle
postupu uvedeného v konstrukci za dokazovanou vétou jsme sestrojili deterministicky automat
A =(Q, 3,8, q,, F"). Nyni dokdzeme, ze automaty A a A’ jsou ekvivalentni, tedy ze plati L(A) =
L(A"), neboli: Vw € ¥*: w € L(A) & w € L(A).

Pouzijeme dtikaz matematickou indukci podle délky rozpoznavaného slova w, resp. podle

poc¢tu krokii zpracovani slova (to je u kone¢nych automatii totéz).
Bdze: Provéfime pripad |w| = 0, tj. w = €. Jsou dvé moznosti: € € L(A) nebo € ¢ L(A).

eccl(A) = @eF = {@pteF = cecLlA)
e c¢ LA = @é¢F = {wpl¢F = c¢LA)

Tedy pro |w| = 0 véta plati:
(90,€) FO (gf.€), kde gs € F < ({qo},e) F° (My,e), kde My € F'

Predpoklad: Predpokladejme, Ze véta plati pro w € ¥* takové, ze |w| = k.

Krok indukce: Pouzijeme w € ¥* takové, ze w = va, |w|=k+1, |[v|=k, a € X.
Pokud w € L(A), pak (qo,va) F* (g, a) F (qf,€), kde ¢, € Q, qf € F
= vautomatu A : ({qo},va) F* (Myn,a) A gm € My, kde M, € Q'
= 30'(Mp,a) = P, kde ¢ € P, proto P € F’
= vautomatu A’ : ({q0},va) ¥ (My,,a) F (P,e), kde M,, € Q', P € F’
Pokud w ¢ L(.A), pak neexistuje posloupnost konfiguraci v automatu A, kterd by byla vypoétem
slova w. Protoze funkce ¢’ obsahuje pouze sjednoceni piechodt realizovatelnych funkci d, také
v automatu A’ neexistuje posloupnost konfiguraci, kterd by byla viypocétem slova w.
Z toho vyplyvé, ze w € L(A) < w e L(A") pro kterékoliv slovo w € ¥*. O

K| Véta 3.3

Mnoziny jazyki generovangch deterministickymi a nedeterministickymi konecnymi automaty jsou

navzdjem ekvivalentni.

%

Dukaz: V predchozi vété jsme dokazali vztah NKA C DKA, tedy Ze pro kazdy nedeterministicky
automat dokazeme sestrojit ekvivalentni deterministicky. Tedy sta¢i dokazat i opacny vztah —
DKA C NKA, pak dokazeme, Ze obé mnoziny jsou ekvivalentni.

Tento dtikaz je vsak trivialni, staci si uvédomit, ze deterministické konecné automaty jsou
vlastné specialnim pripadem nedeterministickych, kde je ve vysledku d-funkce vzdy jednoprvkova
mnozina. Tedy plati:
Pokud A = (Q, %, 4, qo, F) je deterministicky automat, ekvivalentnim nedeterministickym auto-
matem bude A’ = (Q, %, ¢, qo, F), kde je
8’ (q,a) = {r} pro kazdy pfedpis 6(q,a) =r, ¢q,7 € Q, a € ¥ (jen uzévorkujeme vysledek).

Tim jsme ukazali, Ze mnoziny jazykt generovanych deterministickymi a nedeterministickymi

konecnymi automaty jsou ekvivalentni. a
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5| Poznamka:

Disledkem piedchozi véty je, ze pokud se ndm nedaii navrhnout deterministicky koneény automat,

muzeme navrhnout nedeterministicky a uvedenym postupem ho prevést na deterministicky.

Priklad 3.5

Sestavime koneény automat rozpoznavajici jazyk L = {if, then, this}. Je to koneény jazyk nad
abecedou ¥ = {1, f,t, h,e,n,s} obsahujici t¥i slova. Budeme chtit, aby pro kazdé z téchto slov
existoval zvlastni koncovy stav (tj. mnozina F' bude t¥iprvkova). Sestrojime nejdfiv nedeterminis-

ticky kone¢ny automat a pro nazornost pouzijeme vSechny tfi moznosti vyjadieni:

A=(Q, %, 6, q, F) Q=A{q,q,...,q7, K1, K2, K3}
L[5 e nfefn]s ot

= || @ 92,95 6(qo, 1) = {q1} 6(qa,n) = {K2}

q K 6(qo,t) = {a2, 95} 6(q5,h) = {qe}

q2 q3 6(q1, f) = {K1} d(gs, ) = {qr}

q3 G4 (g2, h) = {gs} d(qr, s) = {Ks}

q4 Ko 6(g3,e) = {aqa}

a5 de .

4 || a7 /» /

& Ks t h e n
- (@) () (1) (1) o)
— K t h i s
o ENOSORGOR®

Jak vidime, automat je nedeterministicky (to pozname tieba podle tabulky, tam jsou v burtice na
fadku qo v sloupci t dva prvky). Podle o-funkce to poznéme také snadno — ve vysledku pro pfedpis
0(qo,t) je dvouprvkovd mnozina. U diagramu to mozné neni viditelné na prvni pohled, ale staci
si vSimnout, ze ze stavu qg vychazeji dva prechody se stejnym oznacenim.

Prevod nedeterministického KA na ekvivalentni deterministicky bude probihat takto:

e doplnime mnozinové zavorky,

e vznikl novy stav — {q2, g5}, pro tento stav potfebujeme v tabulce novy fadek (resp. pfedpis
v 0-funkci a kruznici v diagramu) véetné doplnéni reakci na rtzné signaly v tomto stavu,

e pokud splnénim pozadavku v predchozi odrazce tohoto seznamu vznikl dal$i novy stav,
provedeme pro néj totéz co pro {gz2,qs} (novy stav a reakce na signaly), coz bude probihat
tak dlouho, dokud budou vznikat dalsi ,kombinované“ stavy.

Spravné bychom méli pfedem vytvofit mnoziny se vSemi moznymi kombinacemi o rizném poctu
prvkd z pivodni mnoziny stavid, ¢imz bychom vytvorili iplnou mnozinu stavi nového automatu,
ale ,osekdnim® postupu do vySe naznacené podoby si zjednodusSime praci, protoze nebudeme
zbytecné vytvafet stavy, do kterych nevede cesta z poc¢atecéniho stavu (tj. nedostupné). Je ziejmé,
ze kdyz se stav objevi v nékteré buice tabulky prechodi, je pravdépodobné dostupny (ale ne

nutné), ovsem pokud se v zadné burice neobjevi, je nutné nedostupny a nema smysl se jim zabyvat.
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Tedy pfidame novy stav {g2,¢5} a dalsi ,navézané“ stavy:

A/:(Q/’ E, 6/7 {QO}, F/)
| i | s

t

|

h

[ e | n |

— {q} || {a}

{q2, a5}

{Q1}

{K1}

{a2}

{g3}

{as}

{CI4}

{aa}

{K2}

{as}

{g6}

{a6} | {ar}

{ar}

{K3}

{(J2, (J5}

{43, 96}

{a3, 46} || {ar}

{aa}

«— {Ki}

— {Kz}

« {Ks}

Q' = {{ao} Aar}. - ar} (K0} { Ko} {K),

{Q2,Q5},{Q3,q6}}
F= {{K), (Ko}, (K} }

o' ({qo},7) = {a1}
&' ({qo},t) = {a2: g5}
'({a}, f) = {K1}
' ({g2}, h) = {g3}
' ({g3}. €) = {aa}
'({ga},m) = {K2}
&'({as}, h) = {gs}
(
(
(
(
(

<

d'({g6},7) = {ar}

' ({qr}, s) = {Ks}
"{a2, a5}, h) = {a3, 46}
6'({g3,q6},1) = {qr}
d'({gs, 96}, €) = {qa}

<

ol

@ @E®E
G T

®- @)

Pfedevsim na diagramu vidime, Ze stavy {q2}, {qs}, {g5} a {q¢} se staly nedostupnymi (nevede do

nich zadna cesta z pocatecniho stavu), tyto stavy tedy miizeme odstranit.

o

N 24

mnozinu obsahujici vSechny mozné kombinace pivodnich stavii), museli bychom odstranovat také

nadbyteéné stavy (takové, ze ktergch nevede cesta do zddného koncového stavu).

Aby byl vysledny automat piehlednéjsi, miZzeme nové vzniklé ,,velké“ stavy pieznacit, nap¥i-

klad misto {g2, g5} budeme psat jen {ga5}. Dalsim zjednodusenim zapisu by pak bylo odstranéni

zavorek, které po naznacCené upravé uz nebudou potfeba, nicméné to uz nechame na c¢tenari.

Vysledny deterministicky automat bez nedostupnych stavi:

A//: (Q//7 Z’ 5//’ {(]0}, F/)

§"({qo}, 1) = {a}

6"({qo},t) = {qos}
"({a}, ) = {K1}
6" ({ga},n) = {K2}

5//
5//
5//
5//

~—~~ ~~ —~

{ar},s) = {Ks}
{a25}, 1) = {aze}
{ase}, i) = {ar}
{ase},e) = {aqa}

Q// = {qO}v {q1}7 {q4}7 {q7}7 {Kl}v {KQ}v {K3}7 {QQ5}, {C]BG}}
F' = {1}, {Ka}, {Ks}}

oG

"III’

@@

@) )

L @®)
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— {q} || {nn} {qo5}
{fh} {Kl}
{aqa} {K2}
{ar} {K3}
{a25} {36}
{aze} | {ar} {a4}

«— {Ki}

« {K2}

« {Ks}

Vysledny deterministicky automat méa o dva stavy méné nez pitivodni nedeterministicky, a do

Podle predchoziho prikladu mizeme usoudit, Ze nedeterminismus ¢asto vznika tak, ze vice slov

koncovych stavi jsme v tomto pripadé nezasahovali.

jazyka zaéind stejnym podfetézcem (tj. mé stejny prefix). Tento typ nedeterminismu se fesi ve-
lice jednoduse — zacétek cesty v grafu takovychto slov jednoduSe shrneme (sjednotime). Ovsem

nedeterminismus muaze byt i v nééem uplné jiném, pak nezbyva nez se spolehnout na algoritmus.

3.3 Totalni automat

Obvykle neni nutné, aby automat dokézal v kazdém stavu reagovat na jakykoliv signal, ale za
urc¢itych okolnosti se tato vlastnost miize hodit. Predstavme si tfeba situaci, kdy programator
chce napsat program dostatecné robustni, ktery by dokézal reagovat na jakykoliv vstup, v pfi-
padé chybného vstupu chybovym hldsenim (tedy pfechodem do chybového stavu s patficnym
oSetfenim).

Totalni (Gplny) automat je takovy automat, ktery v kazdém stavu jednoznacné reaguje na
jakykoliv signal. Pfedné si uvédomme, ze takovy automat nutné musi byt deterministicky. Kdyby
nebyl, pak by nemohl jednoznacné reagovat a o néjakém programovani bychom viibec nemohli
uvazovat (pouze to, co je deterministické nebo lze reprezentovat jakymkoliv deterministickym
zpusobem, je naprogramovatelné). Pokud nas automat jiz tuto vlastnost ma, neni problém provést

zuplnénd.

Definice 3.12 (Totalni automat)

Totdlni (uplny) konecny automat je deterministicky konecny automat, ve kterém lze ve vsech sta-

vech reagovat na ktergkoliv symbol (signdl) abecedy, tj. prechodovd funkce 0 je totalni:
V(g,a) € (@ xX) ApeQ: d(g,a)=p (3.5)

Znaceni 3! znamend ,existuje pravé jeden“. Cely vzorec (3.5) nam fika, ze ke kazdé usporadané

dvojici stavu a signalu existuje pravé jeden stav, ktery ziskame uplatnénim J-funkce na tuto

usporadanou dvojici.
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&K| Véta 3.4

Ke kaZdému (deterministickému) konecnému automatu A ezistuje totdlni automat A’ takovy, Ze

L(A) = L(A").

X8

Postup konstrukce: K danému koneénému automatu sestrojime ekvivalentni totalni (iplny)
automat takto:
e prevedeme automat na deterministicky,

e vytvorime novy stav (), ktery bude fungovat jako ,odpadkovy ko$“ (tento stav miizeme

pojmenovat i jinak, oznaceni ) je spise tradice),

e pokud z nékterého stavu nevede zadny piechod oznaceny signalem a € 3, pak pridame

takovyto prechod (vedouci do stavu 0),
e priddme smycku (pfechod zac¢inajici a koné¢ici ve stejném stavu) u stavu () pro kazdy symbol

abecedy. a

Piiklad 3.6

Je dan deterministicky kone¢ny automat A = ({4, B,C}, {0,1}, d§, A, {C}) (se tfemi stavy,

z nichz jeden je koncovy), s témito parametry:

54,0) = A Afo] 1 V)

5(A,1) =B S AllA|B ”@H
§(B,0)=C Bl cl- 0
6(C,1)=C ~Cl-|cC @ .

Pfedevsim na tabulce pfechodu je na prvni pohled ziejmé, Ze tento automat neni tplny (totélni)
— ve stavu B nelze reagovat na signal 1, ve stavu C na signal 0. Zuplnéni provedeme takto:
e Gplny automat oznacime A’ = (@', {0,1}, &', A, {C}), zména tedy bude jen v mnoziné
stavl a d-funkci,
e vytvorime novy stav ), proto Q' = QU {0} = {A, B, C, 0},
e do ¢’ zkopirujeme vSechny pfechody z ¢ a navic ptidame piechody 6’'(B,1) = 0 a §'(C,0) = 0,
e piidame dalsi nové prechody §'(,0) = 0 a 6'(D, 1) = 0, protoze i v nové pfidaném stavu je

tfeba reagovat na vSechny signaly abecedy.

§'(A,0) = A §(C,0) = Aol
§'(A,1) = B §(C,1) = ~A|A B *@%'
J(B,0)=C &0, ): 2 ; 2
§(B,1) =0 5(0,1) = <
(B,1) (0, 1) 10T .
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Dukaz (Véta 3.4): To, Ze vytvoreny automat A’ je Gplny, je zfejmé. V kazdém stavu reaguje

na kterykoliv symbol abecedy, ¢ehoz jsme docilili pfidanim stavu ) a p¥islusnych novych piechodi.
Je tfeba dokazat, ze pokud pouZijeme vySe naznaceny postup, pak puvodni (neiplny) a vy-

sledny (zuplnény) automat budou ekvivalentni. Pfedpokladejme, ze A je deterministicky.
Nejdiiv dokazeme vztah L(A) C L(A’) a pak opa¢ny vztah L(A) D L(A’), éimz bude dokdzéna

ekvivalence téchto jazykt a tedy i automatii.

Dokazujeme L(A) C L(A'):
Vezméme jakékoliv slovo w € L(A).
= existuje pravé jeden vypocet slova w v A :
A: o (qo,w) F* (gr,€), qr€F
= vSechny pfechody z funkce ¢ existuji také ve funkci &' v automatu A’:
A (o, w) " (gr.€), qr €F
= we LA)
Dokazujeme L(A) O L(A'):
Vezméme jakékoliv slovo w ¢ L(A), w € ¥*.
= neexistuje zadny vypocet slova w v A
A v automatu A’ jsme sice pfidali nové piechody, ale vSechny vedou do stavu ()
= pro kazdé w ¢ L(A), w € ¥* existuje nasledujici posloupnost ptrechodii:
A (qo,w) F* (r,aB) E (0,8), r€Q, a € X, B€X* pouzito d'(r,a) =0
= vypocet mize pokracovat jedinym moznym zptisobem:
A (qo,w) F* (ryaB) B (0,8) F* (0, ¢), pficemz (0, ) neni koncova konfigurace, § ¢ F
= wé¢ L(A)

Z toho vyplyva, ze w € L(A) < w € L(A’), tedy ptivodni a nové vytvoreny automat jsou

navzajem ekvivalentni a uvedeny postup lze pouzit pro zaplnéni kone¢ného automatu. O

Prevod kone¢ného automatu na totalni je potfeba v dikazech nékterych vét tykajicich se konec-
nych automatti, a také je to potrebny pozadavek pro pripad, ze vytvarime kone¢ny automat, ktery

budeme prevadét do programového kédu.

3.4 Redukce stavi koneéného automatu

Na pfedchozich strankach jsme zatim neforméalné pouzili pojmy nedosazitelného a nadbyte¢ného
stavu konec¢ného automatu a ukazali jsme si, jak je v jednodussSich automatech poznat. Nyni tyto

pojmy formané definujeme a predstavime si postupy (algoritmy) pro jejich nalezeni.

Definice 3.13 (Nedosazitelny stav KA)

Nedosazitelny stav v koneéném automatu A = (Q, X, 0, qo, F) je stav q takovy, Ze neezistuje Zddnd

posloupnost prechodu

(qoaa) - (q’ﬂ)’ Oé,ﬁ ex” (36)

Tedy stav q neni dosaZitelny z pocéatecniho stavu qo automatu A.
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Definice 3.14 (Nadbyteény stav KA)

Nadbyteény stav v koneéném automatu A = (Q, X%, 9, qo, F') je stav q takovy, Ze neerxistuje Zddnd

posloupnost prechodu . i
(Qa Oé) F (Qf7€)7 qf € F> aed (37)

Tedy ze stavu q nevede cesta do Zadného koncového stavu automatu A.

15>

Poznamka:

Vsimnéte si, Ze definice nedosazitelného a nadbytecného stavu automatu jsou disté syntakticke,
tykaji se pouze a jenom struktury automatu — je naprosto jedno, na které signdly se pfi pfechodu
mezi stavy reaguje, je dilezité jen to, zda mezi uréitymi stavy vede ¢i nevede cesta. V dukazech
budeme tedy pracovat s obdobou grafovych algoritmt, protoze ve skutecnosti se jedna o dikaz,
zda mezi dvéma uzly grafu (stavem ¢ a bud po¢ateénim nebo nékterym koncovym stavem) existuje

¢i neexistuje cesta v grafu (diagramu automatu).

Definice 3.15 (Redukovany automat)

Redukovany koneény automat (automat s redukovanou mnoZinou stavi) je automat bez nedosazi-

telnych a nadbytecnych stavi.

3.4.1 Odstranéni nedosazitelnych stavua

Vytvoiime mnozinu stavi, ke kterym je mozné se dostat z pocatecniho stavu — postupujeme od

pocatecniho stavu.

&K| Véta 3.5

Ke kazdému deterministickému koneénému automatu A lze sestrojit ekvivalentni konecny automat

A’ bez nedosaZitelnijch stavii.

>

Postup konstrukce: Vytvofime mnozinu stavi, které jsou dosaZitelné z pocatecniho stavu.
Stavy, které do této mnoziny nezafadime, odstranime. Necht tedy A = (Q, %, 0, qo, F).

e vytvofime mnozinu Sy obsahujici po¢ateéni stav automatu, So = {qo},

e vytvofime mnozinu S; takovou, ze bude obsahovat to, co mnozina Sy (tedy {qo}), a dale
v8echny stavy, do kterych vede pfechod ze stavii mnoziny Sy (tj. stavy, do kterych vede
prechod ze stavu qq),

e postupné vytvafime mnoziny S; tak, ze do S; zafadime nejdiiv obsah mnoziny S;—; a pak
pridame vSechny stavy, do kterych vede prechod z nékterého stavu z mnoziny S;_1,

e koncime, kdyz uz se nic nedé pridat, tedy S; = S;_1, vysledkem je nova mnozina stavi.
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Podle tohoto postupu je S; mnozinou vsech stavi, do kterych vede cesta z pocateéniho stavu

o délce maximalné ¢. Postupujeme iterativné podle nasledujicitho vzorce:

So = {ao} (3.8)
Si = SisiU{qeQ; d(p,a)>q, kdepe Si—q1, aeX}, i>1 (3.9)

Polozme Sgcf = S; pro i takové, ze S; = S;—1. Vytvaiime A" = (Q', X, ¢, qo, F'), kde

o Q' =Sap F'=F—(Q— Siy),

o ' (p,a) =96(p,a) Vp € Sqef, a € X.
Co se zmény v zapisu tyce, zdlezi na zplisobu reprezentace automatu. Pokud se jedna o tabulku
prechodtl, jednoduse odstranime vSechny rfadky tabulky patiici staviim, které se ve vytvorené
mnoziné nenachéazeji. P¥i reprezentaci pomoci d-funkce odstranime odpovidajici ¢asti, kde nedo-
sazitelné stavy jsou vychozim bodem nékterého prechodu. V diagramu odstranime odpovidajici

kruznici s danym stavem a vSechny prechody z ni vedouci. a

Priklad 3.7

Odstranime nepotifebné stavy tohoto deterministického kone¢ného automatu:

A: ({907Q1aQQaQ3,Q4}7 {(l,b}, 57 q0, {Q2aQ4})

d(qo,a) = q1 AH a‘ b b/}

5(‘]17‘1) =q2 —qo || 91 | - a a

5((]17[7) =q q1 | 92 | ©1 4 @
d(q3,a) = qa —ql - - /

d(g3,b) = q1 G| @l a

6(qa,a) = q1 —aq|a| -

Iterativnim postupem (podle délky cesty v grafu) vytvofime mnoZiny S;:

* So={q}
baze indukce; hledame stavy dosazitelné z pocateéniho stavu, zde potrebujeme ,zacatek
hledanych cest

e S1={q a1}
ze stavu qp je mozné se provedenim jednoho kroku piesunout pouze do stavu q;

e S =1{q0,q1,q2} ze stavii v mnoziné S; je mozné se provedenim max. dvou kroku pfesunout
také do stavu ¢

e S3={q,q,02} = S

ze stavil v S uz do zaddného dalsiho stavu cesta nevede, koncime, Sger = Sz = S3

Prvky mnoZiny Sge; pouZijeme jako novou mnozinu stavii, vyfadime stavy g3, ga:

A" = ({90, 01, @2}, {a,b}, &', g0, {q2})
A alb

= b
/ _ —qo || 91 | - O
o @@ )
5’((]1,()) =q q1 q2 | Q1

—q | - | -
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Vytadili jsme dva stavy, diagram automatu se zprehlednil a také se ndm jednoduseji urcuje jazyk

Dukaz (Véta 3.5): Dokazeme, Ze vySe popsany algoritmus na daném automatu odstranuje

rozpoznavany automatem: L(A) = L(A') = ab*a

nedostupné stavy a Ze puvodni a nové vytvoreny automat jsou ekvivalentni.

Co se tyce funkcnosti odstranovani nedostupnych stavil, dikaz je triviadlni — staci pouzit
matematickou indukci podle vySe naznaceného zpiisobu konstrukce mnoziny Sgef (tento typ dikazu
se vzdy nabizi, pokud dokazujeme platnost takto uréeného postupu). Bazi je mnozina obsahujici
pouze pocatecni stav, ten je sim ze sebe samoziejmé dosazitelny. Krok indukce by pak zarudil,
Zze do mnoziny S;;1 se navic oproti mnoziné S; dostanou pouze stavy, do kterych se lze dostat
jednim krokem z prvkt mnoziny S;, tedy plati:

SoCS1C...C85 CSit1C...C Sy
(spréavné by mezi prvky mél byt symbol C a nikoliv C, protoze nasledujici mnozina je aZ na posledni
dvojici vzdy vlastni podmnozinou pfedchozi, ale vzhledem k tomu, Ze za urcitych okolnosti uz Sy

mize byt vysledkem, pfidrzime se obecnéjsiho symbolu).

Je tento algoritmus konec¢ny? Ano, protoze mnozina @) je konecnd, Sgor C () a zaroven algo-
ritmus kon¢i tehdy, kdyz ,,uz neni co pridat“, tedy je provedeno maximalné tolik kroku, kolik je

stavil v Q.
Zbyva ukazat, ze jazyk automatu zlistane nezménén.

Dokazujeme L(A) C L(A'):
Vezméme jakékoliv slovo w € L(A).
= existuje pravé jeden vypocet slova w v A :
A (qo,w) F* (gr,€), qr €F,
= Jcesta v grafu (qo,...,qy)
= vSechny uzly (stavy) na této cesté jsou dosazitelné z pocatecniho stavu, patii do Sger

(dukaz by bylo mozné provést matematickou indukei podle délky cesty)

cesta v grafu (qo,. .. ,qf) existuje také v grafu pro automat A’
A (qo,w) F* (gf,€), qp€F’
= we LA)

Dokazujeme L(A) D L(A'):

Vezméme jakékoliv slovo w ¢ L(A).

= neexistuje vypocet slova w v A, Zddna posloupnost konfiguraci a tedy ani cesta v grafu
automatu A (qo,...,qy)

A v §-funkei A’ jsme z4dné nové prechody neumoznili (nepfidali)

= w¢ LA)

Dokéazali jsme, ze popsany postup odstranéni nedostupnych stavi je spravny, korektni a tplny. O
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3.4.2 Odstranéni nadbytecnych stava

Pro redukci mnoziny stavi automatu je jesté tfeba odstranit nadbytecné stavy, tedy stavy, ze
kterych nevede v grafu automatu cesta do zadného koncového stavu.

Predpoklddame, Ze jiz bylo provedeno odstranéni nedostupnych stavi — to je dilezité, protoze
se jiz nechceme zabyvat stavy, ze kterych sice vede cesta do nékterého koncového stavu, ale jen
do takového, ktery neni dosazitelny z poc¢atecniho stavu (napiiklad v pfedchozim piikladu je stav
q4 koncovy, ale neni dosazitelny z pocatecniho stavu, a kdybychom predem neprovedli odstra-
néni nedostupnych stavii, algoritmus odstranéni nadbytecnych stavlt bychom vpodstaté provadéli
zbytecné).

P1i odstrariovani nadbyteénych stavi budeme postupovat podobné jako u nedostupnych, jen
v opacném smeéru. Bazi ndm bude mnozina koncovych stavi a v jednotlivych krocich budeme pfi-
déavat stavy, ze kterych 1ze jednim krokem dosdhnout nékterého ze stavii mnoziny diive zatazenjych

prvkd.

K| Véta 3.6

Ke kazdému deterministickému konecnému automatu A bez nedosaZitelngch stavii lze sestrojit

ekvivalentni automat A’ bez nadbytecnych stavi, tedy s redukovanou mnoZinou stavi.

X8

Postup konstrukce: Vytvorime mnozinu stavii, ze kterych je dosaZitelny néktery koncovy
stav. Stavy, které do této mnoziny nezafadime, odstranime. Necht tedy A = (Q, %, 0, qo, F).
e vytvofime mnozinu Fjy obsahujici koncové stavy automatu, Fy = F,

e vytvorime mnozinu F takovou, ze bude obsahovat vS§echny prvky mnoziny Fj a dale vSechny

stavy, ze kterych vede prechod do nékterého stavu mnoziny Ey,
e postupné vytvatime mnoziny FE; tak, ze do E; zaradime nejdfiv obsah mnoziny F;_; a pak
ptriddme vSechny stavy, ze kterych vede prechod do nékterého stavu z mnoziny F;_1,
e koncime, kdyz uz se nic nedé pridat, tedy E; = E;_1, vysledkem je novad mnozina stavil.
Podle tohoto postupu je F; mnozinou vSech stavil, ze kterych vede cesta do nékterého koncového

stavu o délce maximalné i. Postupujeme iterativné podle nasledujiciho vzorce:
Ey = F (3.10)
E; = Ei1U{qeQ; é(q,a)>p, kdepe E; 1, a€ X}, i>1 (3.11)
Polozme Egef = E; pro i takové, ze E; = E;_1. Vytvafime A’ = (Q', %, ', qo, F'), kde

hd Ql = Ed8f7
e 0'(p,a) =0d(p,a) =gq, kde p,q € Egef, a € X.

Oproti postupu pro odstranéni nedostupnych stavi si zde musime dat vétsi pozor na to, aby

yomylem“ neztstal néktery z prechodt, které maji byt vyfrazeny, zejména v tabulce pfechodd. O
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Priklad 3.8

Odstranime nepotiebné stavy tohoto deterministického koneéného automatu (nedosazitelné stavy
jiz. byly odstranény):
A = ({QO7 41,492,493, 44, Q5}7 {a7 b? C}7 57 q0, {qh QQ})

[ alb]c
6(qo,a) =q1  O(q2,a) = g2 —q||a|®| - H e ’ a
(g0, b) = a3 (g3, ) = g cq | @2 bl \aﬁ\
6(qr,0) =qa  (qa,a) = gs —@|l|lel|-|-
0(q1,0) = q2 5(qa,0) = qa g3 |l ga | - | - = ¢ ¢
o(gr,c) = g5 9(g5,¢) = ¢ G4 || 95 | 4| - AN D
a5 - - | 4

Iterativnim postupem (podle délky cesty v grafu) vytvofime mnoziny F;:
o Ey=F={q,q}
baze indukce; hledame stavy ze kterych se d4 dosdhnout koncového stavu, zde potfebujeme

»konec hledanjch cest®

e B ={q1,%,q0}
ze stavu qp je mozné se provedenim jednoho kroku pfesunout do stavu g, ktery jiz méame

\' Eo
e Fy={q1,q2,q0} = FE1 uz neni co pridat, kon¢ime, Egop = E1 = E»

Prvky mnoZiny Fg.; pouzijeme jako novou mnozinu stavil, vyfadime stavy g3, q4, gs:
A/ = ({q07q17qQ}7 {G,b}, 6/7 q0, {q17QQ})

| a0
5(QOaa):(I1
5(q1,b) = ¢ —do )| % ”ﬂa : S
d(q2,a) = g2 :Zl p L
2|l @2 | -

Vsimneéte si, ze v tomto ptipadé se zredukovala i abeceda automatu — na signél c se jiz nereaguje
v zddném stavu automatu, tedy neni duvod tento signal v abecedé nechavat.

Vytadili jsme tfi stavy, diagram automatu se zpiehlednil, jazyk rozpoznavany automatem je
L(A)=L(A") =a+aba

Dukaz (Véta 3.6): Dokazeme, Ze vySe popsany algoritmus na daném automatu odstranuje

nadbytecné stavy a Ze piivodni a nové vytvoreny automat jsou ekvivalentni.

Co se tyce funk¢nosti odstranovani nadbytec¢nych stavil, dikaz je obdobny jako v pfedchozim
pripadé — stacéi pouzit matematickou indukci podle vyse naznaceného zptisobu konstrukce mnoziny
Egef, tentokrat jdeme ,,proti sméru cest” v automatu. Bazi je mnoZina obsahujici vSechny koncové
stavy. Krok indukce by pak zarudil, ze do mnoziny FE;;; se navic oproti mnoziné F; dostanou
pouze stavy, ze kterych se lze dostat jednim krokem do prvkt mnoziny F;, a plati:
EgyCELC...CE CEi11C...C Eyy
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Tento algoritmus je konec¢ny ze stejného divodu, proc¢ je koneény algoritmus pro odstranéni
nedostupnych symboléi — mnozina @ je konecnd, Eqe C @, je provedeno maximélné tolik krokii,
kolik je stavi v Q.

Zbyva ukazat, Ze jazyk automatu zistane nezménén.

Dokazujeme L(A) C L(A'):
Vezméme jakékoliv slovo w € L(A).
= existuje pravé jeden vypocet slova w v A :

A: (QOaw) = (Qfa€)7 qf € F7

= dcesta v grafu (qo,...,qy)

= ze vSech uzli (stavii) na této cesté vede cesta do stavu ¢y € F, tedy patii do Egey
(dtikaz by bylo mozné provést matematickou indukei podle délky cesty)

= cesta v grafu (qo,. .. ,Qf) existuje také v grafu pro automat A’
A (qo,w) F* (gr,€), qr €F

= we LA)

Dokazujeme L(A) D L(A'):

Vezméme jakékoliv slovo w ¢ L(A).

= neexistuje vypocet slova w v A, Zddna posloupnost konfiguraci a tedy ani cesta v grafu
automatu A (qo,-..,qf)

A v §-funkei A’ jsme z4dné nové prechody neumoznili (nepfidali)

= w¢ L(A)

Dokazali jsme, ze popsany postup odstranéni nadbytecénych stavi je spravny, korektni a uplny,

¢imz je dokazana spravnost celého postupu redukce mnoziny stavi automatu. a

3.5 Uzavérové vlastnosti — regularni operace

V ptredchozim textu jsme pod pojmem jazyk chapali mnozinu slov. Protoze v dale budeme pracovat

s jazyky obecné a ¢lenit je do skupin podle jejich vlastnosti, definujeme si dalsi pojem:

Definice 3.16 (Ttida jazyku)

Trida jazykd je mnozina jazyku splnujicich stanovené kritérium.

Naprtiklad tfida jazykd rozpoznavanych koneénymi automaty je mnozina vsech jazykid, pro které
lze sestrojit konecény automat takovy, ktery by je rozpoznaval. Do této tfidy patii i jazyk urceny
reguldrnim vyrazem a*b(ba*b)* z ptikladu 3.8 na strané 37 a mnoho dalsich. Naopak do této tfidy
nepatii napiiklad jazyk {a"b"c™ ; n > 0}, protoze pro néj nelze sestrojit koneény automat.

Zde nas budou zajimat uzaverové vlastnosti této tridy jazyk.

Definice 3.17 (Uzavrenost ti¥idy jazykt vzhledem k operaci ¢)

Trida jazyku je uzaviend vzhledem k operaci p, pokud po uplatneni této operace na jazyky z dané

tridy vysledny jazyk patri opét do teto tridy.



KarPiTOLA 3 KONECNE AUTOMATY 53

Mozné operace, které z tohoto hlediska zkouméme, jsou sjednoceni, zietézeni, iterace, pozitivni
iterace, prunik, doplnék, zrcadlovy obraz (reverze), homomorfismus, substituce.

Uzavienost tiidy jazyki (v nasem ptipadé t¥idy jazykt rozpozndvanych koneénymi automaty)
vzhledem k operaci sjednoceni napiiklad urcuje, zda vysledek uplatnéni sjednoceni na jakékoliv
dva jazyky z této tridy je opét jazyk z této tfidy. U konecnych automatti vlastnost uzavienosti
vétsinou dokazujeme jednoduse tak, Ze pro vysledny jazyk zkonstruujeme kone¢ny automat — pak

rozhodné dotycny jazyk patii do t¥idy jazykd rozpoznavanych koneénym automatem.

3.5.1 Sjednoceni

U kazdé probirané operace vzdy nejdfiv vyslovime vétu, naznac¢ime postup konstrukce, ukédzeme

si postup na prikladu a poté vétu dokazeme.

K| Véta 3.7

Trida jazykid rozpozndvangch koneénymi automaty je uzavrena vzhledem k operaci sjednocent.

%

Postup konstrukce: Jak bylo vySe naznaceno, budeme ptredpokladat, ze mame dva (jakékoliv,
obecné) jazyky a k nim kone¢né automaty (dva, protoze operace sjednoceni je binarni), sestrojime
konecny automat rozpoznavajici sjednoceni ptivodnich dvou jazykt. Ozna¢me nase dva jazyky L,
a Lo, automaty pak A; a Ay. Piedpokladame, ze L1 = L(A;), L2 = L(As):

b Al = (Qlaxlv(SvaIévFl)?
b "42: (Q27227527q(%7F2)7 leQ2:®-

Podminka Q1 N Q2 = (0 je diilezitd — pokud neni splnéna, musime v jednom z automatt preznadit
stavy (pfejmenovat je), aby splnéna byla.

Zakladni myslenka je nasledujici: vysledny automat ma rozpoznavat jak slova jazyka L1, tak
i slova jazyka Ls. Nebude nutné konstruovat automat jako celek — pouzijeme metodu ,rozdél
a panuj“, coz znamena, ze se nebudeme zabyvat tim, ¢im se uz zabyva ,nékdo jiny“ (nebudeme
odznova vytvaret vSechny stavy a prechody, vyuzijeme v maximalni mife to, co uz je vytvoreno
v automatech A; a Asg).

Vytvafime jazyk L = L1 U Ly a automat A = (Q, X, 9, so, F'), L = L(A), pficemz

e stav so je novy, tedy musi platit sop ¢ Q1, so ¢ Q2 (taky miZzeme napsat sy ¢ Q1 U Q2),

e Q=Q1UQ2U{so},
o '=F,UF,,
e X =2>1U2Xo.

Vsimnéte si, Ze jsme pridali pouze jediny stav, jinak vyuzijeme stavy ptvodnich automatt. Po-
dobné to bude i s d-funkci. Vyuzijeme prechody z ptivodnich automati a jen pfidame inicializaci

(reakce ve stavu sg) — takto:

Ze stavu sy prechazime do téch stavi, do kterych

se prechazi z ptivodnich pocateénich stavii ¢f a ¢2.




KarPiTOLA 3 KONECNE AUTOMATY 54

Takze pokud v automatu A; existuje prechod d1(qd,a) = p, také v automatu A budeme mit

ptrechod 0(sg,a) 3 p (ovSem ten pivodni neodstranime). Obecny zapis:

61(p,a) ; pEQ1, a€X
é(p,a)= { &2(p,a); pEQ2, a€X

61(q¢,a) Uda(gd,a) ; p=1s0, a €
Funkce 0 je definovana podle prislusnosti stavu p, ze kterého v daném kroku vychézime — tato
definice je typickd pro pripady vlastnosti souvisejicich s prvky navzajem disjunktnich mnozin
(tady jsou tii: Q1, Q2,{s0}).

Prvni fadek predpisu fiké, ze pokud stav p patfi do mnoziny @; (a tedy pfislusi do prvniho
automatu), reagujeme v ném stejné jako v prvnim automatu (podle funkce d01). Druhy fadek
predpisu je podobny, urcuje, Ze ve stavech z automatu A, reagujeme stejné jako ve stavu Ao
(tj. podle funkce do). Tteti Ffadek se vztahuje k nové vytvorenému stavu, ktery neni v zaddném

z piivodnich automatt — ¥iké, 7ze ve stavu sg se chovame stejné jako ve stavech ¢} a ¢3. a

Piiklad 3.9

Provedeme sjednoceni nasledujicich dvou jazyki:
Ll = {albj ; P> Oa.] > 0} = aa*b* Al = ({pOap17p2}7 {av b}v 61,]70, {p17p2})
Ly ={d'c¢ ; i>0,j >0} =aa*c* Az = ({q0, 01,4}, {a,¢c}, 62,90, {q1,02})

Automaty pro jazyky Li a Lo:

AlHa‘b‘c .AgHa‘b‘c
— Po || P1 —qo | ©1
< P1 || P1| D2 < q || 1 q2
< P2 p2 Q2 q2

01(po,a) =p1 61(p1,b) =p2  d2(q0,a) =q1 92(q1,¢) = q2
d1(p1,a) =p1 01(p2,b) =p2  02(q1,a) = q1 d2(q2,¢) = @2

Podle vyse popsaného algoritmu provedeme sjednoceni (vSe z predchozich automati pfejmeme,
pridame novy pocatecéni stav, z néj vychazeji takové prechody, jaké vychazeji z pivodnich poca-

teénich stavi), vysledkem je tento automat:

Al o b d(s0,a) = {p1,q1}
d(po,a) = {p1}
AR L 5(p1,a) = {p1}
Poj h 5(p1,b) = {p2}
Al PP 5(p2,b) = {pa}
TP b2 5(g0, @) = {a}
Py o 3(q1,a) = {q1}
Ta) @ i 3(qu.c) = {a2}
T P 6(q2,¢) = {2}

Vysledny automat rozpoznava tento jazyk:
L=L1ULy = {aibj ;1>0,7 >0} U{aicj ;1> 0,7 >0} = aa*b* + aa*c* = aa*(b* + ¢*)
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Postup mutzeme pouzit i na nedeterministické automaty, a dokonce vysledny automat A je
nedeterministicky (protoze se chova nedeterministicky ve stavu sg).

V avahu by prichazela jedna tuprava — na prvni pohled vidime, ze stavy p; a q; se staly

Dukaz (Véta 3.7): Dokazeme, Ze vyse popsany algoritmus vytvoii automat rozpoznavajici

nedostupnymi (nejsou dosazitelné z poc¢atecéniho stavu), tedy je mtizeme odstranit.

jazyk, ktery je sjednocenim jazykt ptivodnich automatt, tedy ze L(A) = L(A;) U L(Asg).
Dokazujeme L(A1) U L(Az) C L(A):

Vezméme jakékoliv slovo w € L(A;) U L(A3).

= slovo w patii bud do jazyka L; nebo do jazyka Ly (nebo obou)

bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze w € Ly

4

3 posloupnost konfiguraci v A;

(qé>w) F(p,w') ..k (qf,g)’ p€Qr,qr € F1

prvni pouzity prechod v A; je definovan jako d1(qd, z) = p, piicemz w = z - v’
v A existuje d(sg,z) > {p}

do d-funkce v automatu A jsme doplnili vSe z funkce d;

>4

3 posloupnost konfiguraci v A
(so,w) F (p,w') ... & (g5,€), qr € f
= we L(A)
Dokazujeme L(A1) U L(A2) O L(A):
Vezméme jakékoliv slovo w € L(A).
= 7 posloupnost konfiguraci v A
(so,w) = (p,w') ... F (gf,€), pEQRQIUQ2,qr € F1UFy
A do stavu sg nevede zaddny prechod
= pro vSechny pfechody pouzité v jakémkoliv vypocétu (kromé prvniho pfechodu) plati:
pokud d(u,a) =v a u € 1, pak také v € Q1
pokud 6(u,a) =v a u € Q2, pak také v € Q2
= jestlize p € Q1, pak w € L(A;), jestlize p € Q2, pak w € L(Ag)

Z toho vyplyva, Ze jazyk automatu A je sjednocenim jazyka automatii A; a As. O

3.5.2 Zretézeni

Dalsi dulezitou regularni operaci je zfetézeni. Podobné jako sjednoceni (a iteraci) budeme tuto
operaci potfebovat napriklad pti konstrukci automatu podle regularniho vyrazu, timto zptisobem

dokazeme zkonstruovat automat i pro hodné slozity regularni vyraz.

| Véta 3.8

Trida jazykid rozpozndvangch koneénymi automaty je uzaviena vzhledem k operaci zretézend.
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Postup konstrukce: Sestrojime konecny automat rozpoznavajici zietézeni jazyki jinych dvou
kone¢nych automati. Ozna¢me nase dva jazyky L1 a Lo, automaty pak A; a Ay. Predpokladame,
ze L1 = L(.Al), L2 = L(Az)

o Al == (Q17217517Q67F1)7
o Ay =(Q2,%2,02, 43, F2), Q1NQ2=0.

Podminka Q1 N Q2 = () je stejné jako v predchozim piipads.

Zakladni myslenka je nasledujici: vysledny automat mé rozpoznavat slova, jejichz prvni ¢ast
je vzdy slovo patfici do jazyka Lj, zbytek je slovo patfici do jazyka Ls. Opét pouzijeme metodu
,rozdél a panuj“, tedy v co nejvétsi mife pouzijeme to, co uz existuje v automatech A; a As.
Jakékoliv slovo w € L(A) se sklada ze dvou fetézcli w = u-v, kde u € L( A1), v € L(Az). Nejdiiv
zpracujeme podslovo u (simulujeme vypocet v automatu A; ), pak podslovo v (simulujeme vypocet
v Ag).

Vytvafime jazyk L = L1 - Ly a automat A = (Q, X, 9, so, F'), L = L(A), pficemz oba ptivodni
automaty ,zretézime“ za sebou — kazdy vypocet pijde nejdiiv pies stavy automatu A;, pak pies

stavy automatu As.

e jako pocateéni stav pouzijeme stav ¢, za¢indme v automatu A,
e () = Q1 UQ2, nové stavy nepridavame,
o F— { Fy;ed Ly Jestlize v jazyce Lo je prazdné slovo, pak muze nastat pfipad,
FiUFy; e€ Ly kdy w=w-e, a tedy vSechny symboly slova w € L maji byt ve
skutecnosti rozpoznany v automatu A;; pak je tfeba skoncit uz stavech z mnoziny Fj.
e Y =231 UDXs.

Co se tyce §-funkce, vyuzijeme pfechody z ptivodnich automati a jen priddme pfechody umoziujici

prechod ze stavi prvniho ptivodniho automatu do druhého:

hip,a); pEQRQ1—F1, a€X ... jsme v prvni ¢asti slova, u
d(p,a) = 61(p,a)Uda(gd,a) ; peEF,a€X ... jsme na rozhrani v a v
do(p,a) ; pEQR, a€X i jsme v druhé ¢asti slova, v

Prvni fadek predpisu tika, ze pokud stav p patii do mnoziny ()1 a zaroven nikoliv do Fi, rea-
gujeme v ném stejné jako v prvnim automatu (podle funkce 7). Druhy fadek ptredpisu urcuje,
ze pokud jsme v nékterém ptvodnim koncovém stavu automatu A, reagujeme bud stejné jako
v automatu A; (i z koncového stavu mize vést cesta pro dalsi vypocet), nebo se pfesuneme do
druhého ptuvodniho automatu (pokud oznacime w = u - v, pak jsme zpracovali podslovo u a zaci-
name zpracovavat slovo v). Treti fadek stanovuje, Ze pii zpracovani druhé ¢ésti slova prejimame
prechody z do v druhém ptvodnim automatu.

V druhém tadku predpisu je dilezité, ze ke staviim piivodné piislusejicim do Fy pridavame

reakce, které ,kopirujeme“ z pocateéniho stavu automatu Az, stavu g3. a

Priklad 3.10

Provedeme ztetézeni nasledujicich dvou jazyki:
Ll = {alb 3 { Z 0} - a*b Al - ({p07p1}7 {a7 b}7 517p07 {pl})
Ly = {(aba)ic{o’l} i> 0} = (aba)*(e +¢) A= ({qo,--- a3}, {a,b,c}, d2,90, {q0,01})
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Automaty pro jazyky Li a Lo:

As H a ‘ b ‘ c 5 )
2{40,0a) = g2
Ai H @ ‘ b ‘ ¢ < qo | a2 @ 52(q0,€) = 1
— Po Po | P1 — q1 52(q2 b) = qs
<D q2 q3 52(q3, @) = qo
g3 || 40

Podle vyse popsaného algoritmu provedeme zietézeni, vysledkem je tento automat:

A= ({p07p17QO7q17q27q3}7 {a7b7c}7 53 Do, {prIOaﬂh})

A H a ‘ b ‘ c d(po,a) = po
) b) =
— po || Po | p1 5220’ a)) };1 O
1 = {42 a

— D1 q2 q1 5(}91, C) —q 4 ;
< qo q2 q1 5((]0,&) = ¢
@ 5((]076) =q1

a2 a3 d(q2,b) = g3

q3 || 90 0(g3,a) = qo

Je tieba si dat pozor na jednu véc — v tomto pfikladu plati, Zze € € Lo, a tedy do mnoziny koncovych
stavii F' zafadime i stavy z mnoziny Fj. Pokud by vSak € ¢ Lo, do mnoziny F' bychom zatadili
pouze stavy pattici do Fy (takze stav py by nebyl koncovy).

Vsimnéte si, ze zde nam vysel deterministicky automat (ale pozor, to neni pravidlo — na
jednom misté v definici d-funkce mame sjednoceni, proto i tehdy, kdyz jsou oba automaty Ay
a Ay deterministické, mize byt obecné vysledkem automat nedeterministicky).

Vysledny automat rozpoznava tento jazyk:

L=1Ly Ly={a'b; i>0}- {(aba)ic{o’l} ;1> O} =a*b- (aba)*(e + ¢)

Dukaz (Véta 3.8): Dokézeme, ze vySe popsany algoritmus vytvofi automat rozpoznévajici
jazyk, ktery je zfetézenim jazykt puvodnich automati, tedy ze L(A) = L(A;) - L(A2).
Dokazujeme L(A;) - L(A2) C L(A):
Vezméme jakékoliv slovo w € L(Ay) - L(Az), w = u-v, u € L(Ay), v € L(A3) (tj. slovo w 1ze
rozdélit na dvé ¢asti w = u - v takové, ze u € L1 a v € La).
= 3 posloupnost konfiguraci v .A; a v Ay
(g9,u) ...+ (q},€), qf € Fr
(g3, v) F (qu, V') ... F (q%,a), ¢z 2 62(qd, a), q]% €EFv=a-
A 5(q},a:) = 61(q]1¢,a:) Uda(gd, x), kde z € X
= 3 posloupnost konfiguraci v A
(@B,u-v)k...F (q},av’) F(qe, ) ... F (q?,e), quc € Fy
= we L(A)
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Dokazujeme L(Ay) - L(A2) O L(A):
Vezméme jakékoliv slovo w € L(A).
= v8echny cesty v grafu automatu A4 vedou pres minimélné jeden stav z mnoziny Fj
nejdiiv predpokladejme, ze ¢ ¢ Lo
= 7 posloupnost konfiguraci v .A
(g, w) ... F (q},av’) F(ge,v') ... (q;,s), qjlc € F, q]% €, q: 2 0(g3,a), w=u-a-v
= v automatu A; existuje posloupnost konfiguraci
(g0, u) b+ F (gf,€)
A v automatu Ay existuje posloupnost konfiguraci
(@B, av) ... F (q},s)
= pro slovo w jsme nalezli rozdéleni w = u-v =u-a- v takové, ze u € L(A1) a v € L(A3)

déle predpokladejme, ze ¢ € Lo
= K CF protoze v pifipadé, ze € € Ly, F' = F1 U Fj
A pro slovo w existuji dvé moznosti: w € L(.A;) nebo w ¢ L(A;)
prvni moznost: v A existuje posloupnost konfiguraci
(@, w) ... F (q},a), q} eF A q} e
= w=w-¢, we€L(A), e L(Ay)
druha moznost: dokézala by se stejné jako v pfipadé, ze € ¢ Lo

= u obou moznosti jsme ukézali, Ze w lze rozlozit tak, ze prvni ¢ast € L a druhéa ¢ast € Lo

Z toho vyplyva, Ze jazyk automatu A je zietézenim jazyka automati A; a As. O

3.5.3 Iterace

Iterace na rozdil od predchozich operaci neni binarni, takze v popisu konstrukce a v dikazu

budeme predpokladat jeden ptivodni automat misto dvou.

K| Véta 3.9

Trida jazykd rozpozndvanych koneénymi automaty je uzaviena vzhledem k operaci iterace (Klee-

neho uzdvéru, operaci hvézdicka,).

>

Postup konstrukce: Vezméme jakykoliv koneény automat A4; = (Q1, %, 1, qé, F1) rozpozna-
vajici jazyk L;. Sestrojime automat A = (Q, Y, 6, s, F') takovy, ze L(A) = L} = U2, L.

Jak vidime, iterace je vlastné specidlnim piipadem zfetézeni s tim, zZe zietézujeme porad tentyz
jazyk, ovsem jakykolivpocetkrat. Proto se i v postupu inspirujeme u algoritmu pro zfetézeni, ale
navic je tfeba zajistit, aby pfidani slova € do vysledného jazyka nezptisobilo ,pred¢asné“ ukonceni
vypoctu. Tedy postupujeme nésledovneé:

e vytvofime novy pocatecni stav sg (musi platit so ¢ Q1),

e priddme prechody vedouci ze stavu sg, v tomto stavu se automat bude chovat jako v pi-

vodnim pocatec¢nim stavu,

Q= Q1U{so},
F = FyU{so} (i tehdy, kdyz do jazyka L; nepatfilo slovo ¢, ve vysledném jazyce bude),
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e zajistime iteraci — v koncovych stavech pridame reakce stejné, jaké jsou v pocatecnim stavu
(tj. tytéz, jaké jsme ptidavali k sp).

Zapis prechodové funkce:

61(p,a) ; pEQ1L—F1, a€X
0(p,a) = 61(p,a) Ud1(¢g,a) ; pEFy, a€X

61(qg,a) ; p=s0, a€EX
Prvni fadek predpisu fika, ze ve stavu p z mnoziny @1, ktery neni koncovy, se chovame naprosto
stejné jako v puvodnim automatu. Pokud se jednd o néktery z puvodnich koncovych stavi, pak
kromé ptvodniho chovani pridame jesté chovani prevzaté od ptvodniho pocéatecniho stavu — tyto
prechody nam zajistuji ,névrat” na zacatek s tim, Ze ve zietézeni slov jazyka L; pfechdzime na
dalsi slovo v poradi. Tteti fadek urcuje, jak se mé automat chovat na zacatku vypoctu — stejné

jako v puvodnim pocateénim stavu. O

5| Poznamka:

Vytvoieni nového pocatecniho stavu se miize zdat zbytecné a ve vétsiné pripadt také zbytecné je,
nicméné v nékterych pripadech je nutné. Uvédomme si, Ze timto krokem zajistime, aby se pocatecéni
stav nevyskytoval v jiné nez v pocateéni konfiguraci (u jakékoliv cesty v grafu je vzdy jen na
zacatku, dal uz ne). Proto se do poc¢atecniho stavu nemizeme vracet. Jestlize v jazyce ptuvodniho
automatu nebylo slovo € a zarovenn do tohoto stavu vedla n€kterd cesta, pak bychom prostym
yzakrouzkovanim® pocéatecniho stavu (pfi zafazovéani slova e do jazyka) pridali do vysledného
jazyka i takova slova, kterd tam nemaji co délat.

Proto budeme postupovat takto: jestlize do ptivodniho pocéatecniho stavu nevedou zadné cesty,
nemusime vytvaret novy pocéateéni stav, pouzijeme ptivodni (abychom zbyte¢né nevyrabéli nedo-
sazitelné stavy, protoze presné tim se ptivodni poc¢atecni stav stane). Jestlize vSak do ptivodniho
pocatecniho stavu vede cesta, pak vytvofime novy pocatecni stav, do kterého zadna takova cesta

nepovede.

Piiklad 3.11

Postup si ukdZeme na automatu rozpoznéavajicim jazyk L; = {aibb ; 1> 0} = a*bb. Tento jazyk
je rozpoznavan automatem A; = ({po, p1,p2}, {a,b}, 91, po, {p2}) uréenym takto:
./41 H a ‘ b

N (51(p0aa) = Po a/)
nl T o ) ) {7)
P1 b2 61(p1,b) = p2

P2

Sestrojime automat A rozpoznéavajici jazyk L(A) = Li: A = ({po, p1, P2, S0}, {a,b}, d, so, {s0,p2})-

Protoze stav py nepatii do mnoziny koncovych stavii a zaroveni do néj vede cesta (tfebaze
ze sebe sama), musime vytvorit novy pocatecni stav sg, ve kterém budeme reagovat stejné jako
v puvodnim pg (co vede ze stavu pg, to povede také ze stavu sg). Stav so bude patfit do mnoziny

koncovych stavil, protoze v jazyce L(A) musi byt i prazdné slovo.
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Nasledné pridame nové prechody vedouci z koncovych stavi (v tomto pfipadé tedy ze stavu

p2, stav sg je uz v tomto ohledu vyfesen) — opét ,zkopirujeme“ pfechody z pocéateéniho stavu.

Al a0
— d(s0,a) = po 5(p1,b) = p2
0| Po|P1 d(s0,b) = p1 d(p2,a) = po
Do || Po | P1 d(po,a) = po d(p2,b) = p1
P1 b2 (S(po,b) =D
<~ P2 || po | P1
IZ"|  Poznamka:

Zamysleme se nad tim, pro¢ vlastné v nékterych piipadech mu-
sime vytvofit novy pocatecéni stav. Pokud bychom v predchozim
prikladu tento krok neprovedli a vytvorili bychom tento automat

— viz vpravo, pak tento automat rozpoznaval napiiklad slovo a2,

které do jazyka L(A) patfit nema (ten jazyk je (a*bb)*, coz zna-
mend, Ze za kazdou posloupnosti symbolt a musi nésledovat sudy poéet symbola b, nejméné dva).
Pokud bychom tedy tuto chybu udélali, ,,obohatili“ bychom vysledny jazyk o takova slova, ktera

v ném nemaji co délat.

Dukaz (Véta 3.9):
jazyk, ktery je iteraci jazyka ptuvodniho automatu, tedy ze L(A) = L(A;)*. Pouzijeme dikaz

Dokézeme, ze vyse popsany algoritmus vytvoii automat rozpoznéavajici

matematickou indukei (protoze mame potencidlné nekone¢nou posloupnost zietézeni) takto:

1. Protoze plati L* =
jazyka, tedy postupné probereme L°, L', atd.

2o L?, matematickd indukce se bude tykat rtizného poctu zietézeni

2. Vzdy zvlast vydélime pripad préazdného slova, véetné baze indukce.

Ke koneénému automatu A; = (@1, %, 01, qé, F1) rozpoznavajicimu jazyk L; sestrojime automat
A=(Q,%, 9, s, F) tak, jak bylo popsano v konstrukei pred ptikladem.
Bdze: Dokazujeme L C L(A):
To je trividlni — LY = {e} a vime, ze s9 € F (proto € € L(A), tedy L) C L(A).
Dokazujeme L} C L(A): rozlisime dva pifpady — |w| = 0 a |w| > 1. Prvni piipad je opét trivialni,
protoze sg € F. Pokud ¢ € L1, pak taky € € L(A).

Pokud |w| > 1, ozna¢me w = a - w', a € X.
= v automatu A; existuje vypocet

(g, w) F (qu,w') ... F (g7,€)s @z € Q1, qf € I

= v A; existuje piedpis §1(¢},a) D ¢
= v A existuje pfedpis §(sg,a) 3 ¢,
= v automatu A existuje vypocet
(s0,w) F (g, w') ... (qf,€), ¢ €Q, qf € F
= welL(lA) = LICLA)
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Predpoklad: Dale budeme piedpokladat, ze LY C L(A) pro néjaké k > 1.

Krok indukce: Dokazujeme, 7e L™ C L(A).
Vezméme slovo w = wy - wg - ... wy1, kde |w;| > 1, w; = a; - w), w; € Ly prol <i < k+ 1.
= pro kazdé i € {1,...,k + 1} existuje vypocet v A :
(gt wi) F (quy,wh) b . (9f,,€)s 4y € Q1, a5, € F1
= v A; existuji predpisy 01(q3,a;) 2 qu,

4

v A existuji predpisy d(so, @;) 3 ¢z, 9(qf,ai) 3 qu; Pro nékteré gy € F

4

pro kazdé i € {1,...,k+ 1} v automatu A existuji podvypocty
(s0,wi) F (qz,wi) F .o F (gp,€), Gz €Q, aqf, € F

(g7, wi) b (quy,wi) oo B (a55€), @, €Q, qp €F

= prvni pouzijeme pro slovo wy, druhy pro slova w;, i € {2,...,k+ 1} :

(so, w1 - wa ... Wet1) b (Ggy, W) - wa ... wpg1) o

F(gp, w2 oo Weg1) F (Quy, Wy - oo Whg1)

+ (qfk7wk+1) - (qwk+1vw;c+1) F.o..k (qfk+1’6)
= weLlA) = LF'cLA)

Zbyva dokézat opa¢ny smér — pokud slovo w ¢ Lj, pak také w ¢ L(A). Do funkce ¢ jsme
pridavali pouze takové prechody, které zajistily ,navrat“ na zacatek po ukonceni zpracovani jed-
noho slova z jazyka L1, a zaroven jsme vytvorenim nového pocatecniho stavu odstranili pripady
,predc¢asného ukonceni“ vypoctu, proto mizeme Fict, ze pokud w ¢ Li, pak w ¢ L(A).

7 toho vyplyva, ze jazyk automatu A je iteraci jazyka automatu Aj;. a

I¥"|  Poznamka:

V kapitole 2.3 na strané 29 jsme definovali mnozinu vSech regularnich vyrazu RV (X) nad abecedou
> s vyuzitim operaci sjednoceni, zietézeni a iterace. V sekcich této kapitoly jsou uvedeny postupy,
jak konstruovat kone¢ny automat podle jiného, a to pravé na zakladé téchto operaci.

Tyto postupy lze pouzit i v trochu jiném typu tlohy — ,,podle zadaného regularniho vyrazu
sestrojte ekvivalentni koneény automat® (resp. sestrojte koneény automat rozpoznavajici jazyk

urc¢eny danym regularnim vyrazem). Postupujeme takto:

e slozity regularni vyraz rozdélime na jednoduché podvyrazy, ke kterym dokazeme bez pro-
blémt sestrojit kone¢ny automat,
e sestrojime tyto dil¢i konecné automaty,
e podle predpisu v celkovém regularnim vyrazu je pospojujeme — podle operace, kterd je ma
vazat (sjednoceni, zietézeni, iterace).
Timto zpusobem dokaZeme sestrojit koneény automat i pro dlouhy a komplikovany regularni

vyraz, u kterého bychom to ,najednou“ nezvladli.
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3.6 Uzavérové vlastnosti — nékteré dalsi operace

Ttida jazykt rozpoznévanych koneénymi automaty je ve skutec¢nosti uzaviena i vzhledem k dalsim
operacim (pfesnéji — prakticky vzhledem ke kazdé operaci). Dukazy jako v pfedchozich pfipadech
lze tedy provést i pro operaci pozitivni iterace, zrcadlového obrazu, rozdilu, dopliiku, priniku,
homomorfismu, substituce. V tomto semestru jiz nebudeme probirat dikazy dalsich uzévérovych

vlastnosti, jen si ukdZzeme zpiisob konstrukce.

3.6.1 Pozitivni iterace

Operace pozitivni iterace je podobna operaci iterace (Kleeneho uzavéru, hvézdicce) s tim rozdilem,
ze pokud do ptvodniho jazyka nepatfilo prazdné slovo, nebude pattit ani do vysledného jazyka.

Srovnejme definici operace iterace a pozitivni iterace (pivodni jazyk oznac¢me L):

o oo
iterace: L* = U L' pozitivni iterace: LT = U L'
=0 i=1

&K| Véta 3.10

Trida jazyku rozpozndvanych konecnymi automaty je uzaviena vzhledem k operaci pozitivni iterace.

>

Postup konstrukce: Vezméme jakykoliv koneény automat A; = (Q, X, 41, qo, F') rozpoznéva-
jici jazyk Li. Sestrojime automat A = (Q, X, d, qo, F) takovy, ze L(A) = L{ = 2, Li. Tentokrét
si nemusime ,hrat“ s poc¢ateénim stavem, protoze do jazyka explicitné nepfidavame prazdné slovo.

Postupujeme nasledovné:

e pouzijeme piuvodni pocateéni stav, mnozinu stavi, mnozinu koncovych stavii,

e zajistime iteraci — v koncovych stavech pridame reakce stejné, jaké jsou v pocatecnim stavu.

Zapis prechodové funkce:
5(p.a) = { o1(pa) ; pEQ~F, ac X
61(p,a) Udi(qo,a) ; pE F, a € X
Prvni fadek pfedpisu pouzijeme pro vSechny stavy kromé koncovych (jen pfejmeme chovani z pu-
vodniho automatu), druhy fadek plati pro koncové stavy. V nich nechdme ptvodni piechody

a pridame ty prechody, které vedou z pocatecniho stavu. a

Piiklad 3.12

Postup si ukdzeme na automatu rozpoznavajicim jazyk L; = {aibb; i >0} = a*bb (stejném
jako u iterace). Tento jazyk je rozpoznavan automatem Ay = ({po, p1,p2}, {a,b}, o1, po, {p2})
urcenym takto:

AlHa‘b

d1(po,a) = po
— Do || Po | P1

61(po, b) = p1 aﬁb b
P b2 d1(p1,b) = po 4%@

< D2
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Sestrojime automat A rozpoznavajici jazyk L(A) = LT: A = ({po,p1,p2}, {a,b}, 6, po, {p2}).
Pfiddme nové pfechody vedouci z koncovych stavii (v tomto piipadé ze stavu p2) — ,zkopiru-

jeme“ piechody z pocatecniho stavu.

A H a ‘ b

= d(po, a) = po d(p2,a) = po
Po L o 71 5(pob) =p1 6(pasb) = pr
D1 D2 5(p1’ b) = po

<~ P2 | po|P1

3.6.2 Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz slova provedeme tak, Ze ,obratime poradi symboli“ v daném slové, zrcadlovy

obraz jazyka sestrojime tak, Ze totéz provedeme se vSemi slovy daného jazyka.

&K| Véta 3.11

Trida jazyku rozpozndvangch konecnymi automaty je uzaviena vzhledem k operaci zrcadlového

obrazu (reverze).

Jak tedy na koneCném automatu provést tuto operaci? JednoduSe tak, Ze ,obratime poradi“
zpracovavani symbolu jazyka, jinymi slovy — pfevratime vSechny cesty v automatu (tam, kde
jsme predtim zacinali, budeme koncit, tam, kde jsme kondili, zaéneme). Po¢atecni stav se stane
koncovym a naopak. Jediny problém, ktery musime vytesit, je pfipad, kdy ptivodni automat ma
vice nez jeden koncovy stav (vSechny se nemohou stat pocateénimi, vzdy musi byt pravé jeden
pocatecni stav). NiZe naznaceny postup je obecné platny pro jakykoliv koneény automat (s riznym

poc¢tem koncovych stavit).

Postup konstrukce: Budeme predpokladat, ze jazyk L; je rozpoznavan koneénym automatem
A1, kde A1 = (Q1,%,61,¢4, F1), L1 = L(A;). Vytvafime jazyk L = LI a koneény automat
A=(Q,%,8,q,F), L =L(A). Postupujeme takto:

e prevratime vSechny pfechody,

e vytvofime novy pocateéni stav qo, plati qo ¢ Q1,

e ze stavu go budou vést prechody, které (po prevraceni pfechodtt) vedou z byvalych koncovych
stavi (tj. z momentélnich ,virtudlnich po¢atecnich stava“),

e mnozina koncovych stavii bude obsahovat pouze piivodni poc¢atecéni stav, ale pokud do jazyka

Ly patiilo i slovo g, pak tam zatadime i stav qg.
Takze plati:
* Q@ =0Q1U{q},
. P { {a}s e¢ L
{90:90} 5 e € I

; 01(r,a)dp, a€e X} pe
e prechodova funkce: d(p,a) = { {rs ailr,a) 5 p, a Jipe@

{r; 01(r,a)>qs, g € F1, a €} ; p=qo
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Prechodova funkce vypada trochu nepifehledné, ale ve skutecnosti neni tak slozitd — prvni radek
nam fiké, ze vSechny existujici pfechody maji byt pfevraceny (tj. d(p,a) = r, pokud d1(r,a) = p
pro deterministicky automat, nedeterministicky by pouzival symboly € nebo 3), druhy Fadek Fesi
pfechody v novém stavu gy (ze stavu gy vedou ty prechody, které dle d; sméfovaly do puvodnich

koncovych stavi. a

Piiklad 3.13

Je dan tento jazyk a konecny automat, ktery ho rozpoznava:
L, = {abia{1’2} D> 0} U {ab'c; i >0}
= {ab’ ; i >0} -{a,aa,c}

A = ({qo, q1, 42, 3}, {a,b,¢c}, 91, qo, {q2,43})

A1 H a ‘ b ‘ ¢ 61(q0,a) = q1 Qb
— 4o || q1 61(q1,a) = 2 a

@l e|alas 01(q1,0) = @1 44’
— ¢ || g3 d1(q1,¢) = g3 a
< q3 01(q2,a) = g3

Sestrojime automat A rozpoznavajici jazyk L(A) = L. Prvni krok je jednoduchy — oto¢ime
vSechny existujici pfechody. V diagramu zménime orientaci hran, v pfedpisu prechodové funkce
zaménime stav v zavorce se stavem za rovnitkem (zde je vysledkem nedeterministicky automat,
coZ pii této tpravé musime brat v uvahu), v tabulce zaménime umisténi stavu v oznaceni fadku
a stavu v builce na tomto radku.

Protoze automat .4; mé dva koncové stavy, nemuZeme za novy pocatecni stav jednoduse
prohlasit ptivodni koncovy, ale je tfeba vytvorit novy stav sg, ktery ,,prejme roli“ téchto stavi na

zacatku vypoctu kazdého slova v automatu A.

A: ({QO7Q1aQ2aQS750}7 {a,b,c}, (5 50, {QO})

A H . ‘ b ‘ . d(s0,a) = {q1,q2}
) SO,C) = {QI}
— S0 || 91,42 q1 5 )

( b a,c
(a1, a) = {q0} . O ‘a/?
AL 6(q1,0) = {q1} ‘7%“
q1 q0 q1 5(ga, a) = {Q1} \ %’

(g3,a) = {q2}
q3 q2 q1 (q37 )_ {Cﬂ}

Sestrojeny automat A rozpoznéva jazyk L = LI = {a,aa,c} - {b'a ; i > 0}.

Je ziejmé, Ze stav g3 je nedosazitelny, tedy dal$im krokem by mohlo byt jeho odstranéni.

Pokud ptivodni automat ma pouze jeden koncovy stav, pak samoziejmé neni tfeba do vytvareného

Vysledny automat by pak mél stejny pocet stavii jako ptvodni.

automatu piidavat novy pocatecéni stav, staci pouzit ptivodni koncovy.
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3.6.3 Prunik

Prinikem dvou jazyku je jazyk obsahujici pouze ta slova, kterd jsou v obou ptuvodnich jazycich.

Véta 3.12

Trida jazykid rozpozndvangch koneénymi automaty je uzaviena vzhledem k operaci pruniku.

X8

Postup konstrukce: Budeme piedpokladat, ze nékteré dva reguladrni jazyky L; a Lo jsou
rozpoznavany koneénymi automaty

A1 = (Q1,%1,01, 45, F1), L1 = L(Ay) a

Az = (Q2,%2,02,43, F2), Ly = L(Az), Q1N Q2 = 0.

Vytvaiime jazyk L = L1 N Lo a automat
A=(Q,X1N%y,6,q,F), L=L(A).
Potfebujeme, aby automat A rozpoznéval pravé ta slova, kterd rozpoznavaji automaty A;
a Ao. Toho docilime jednoduse tak, ze totéz slovo nechame paralelné zpracovavat oba ptvodni au-
tomaty, resp. v automatu A spustime paralelni simulaci vypo¢tu ptivodnich automati. Vyhledame
dvojice prechodti, jeden z automatu A1, druhy z automatu As, takové, ze oba tyto prechody lze
pouzit ve stejné situaci (v nasem piipadé pfi stejném vstupnim signalu). Takze pokud v prvnim
automatu mame piechod d1(r,a) = s a v druhém d2(u,a) = v, pak v automatu .4 bude prechod
0([r,u],a) = [s,v]. Co z toho vyplyva?
e budeme chtit, aby na vstupu automatu byly deterministické automaty,
e mnozinu stavi vysledného automatu bude tvorit mnozina usporadanych dvojic takovych, Ze
prvni prvek dvojice je stav z ()1, druhy prvek je stav z QQs.
Mnozinou vsech takovych usporadanych dvojic by byl kartézsky soucin mnozin Q1 a @2, ovSem
je otazkou, zda opravdu budeme potfebovat vSechny prvky tohoto kartézského soucinu. Obecné
ano, nicméné nékteré jeho prvky (nové stavy) budou v automatu A nedosazitelné ¢i nadbytecéné,
tedy v redlu pijde pravdépodobné o podmnozinu kartézského soucinu. Shriime, jak bude vysledny
automat vypadat:
e mnozina stavi je mnozinou usporadanych dvojic:
Q=Q1xQr={[r,y]; r€Q1, ycQa}
(simulujeme vlevo vypocet automatu A4;, vpravo automatu Ay, a to paralelné),
e pocatecéni stav je usporadana dvojice, jejiz oba prvky jsou pocateénimi stavy v puvodnich
automatech: gy = [¢,¢3] (v obou simulovanych automatech za¢indme zéroveti)
e mnozina koncovych stavii bude podmnozinou mnoziny ¢ obsahujici jen ty dvojice ptivodnich
stavi, které jsou v automatech A; a Ay koncové:
F=F xFy={[z,y]; x € F1, y € Fa}
(v obou simulovanych automatech kon¢ime zéroven)
e prechodova funkce § vychazi z prechodovych funkci d; a do, zde pravé vidime pouzity para-
lelismus:
d([x,y],a) = [u,v], kde 01(z,a) =u, d2(y,a) =v, a € ¥1 N Xy
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Priklad 3.14

Provedeme prinik néasledujicich dvou jazykt, potifebujeme k nim ekvivalentni deterministickée
automaty:

Ly = {a'ba’ ; i,j >0} = a*ba* Ay = ({0,1}, {a,b}, 61, 0, {1})

Ly = {(ab)'ad’ ; i,j > 0} = (ab)*aa* Az = ({2,3,4}, {a,b}, d2, 2, {3,4})

Aby se nam zapis zbyteéné neprodluzoval, zvolime co nejkratsi pojmenovani stavi, napiiklad

podle ¢isel. Automaty pro jazyky L1 a Lo:
.Al a b (51(07 CL) g 0 a

)
—S0fo]1 61(0,0) =1 @ b @
~ 11 61(1,a) =1

Az | al|b 62(2,a) = 3
~ 23 52(3,a) = 4 P a
«—314]2 02(3,b) =2 H@ @ 2
44 52(4,a) = 4 b~

Mnozina stavli bude mnozinou uspotfaddanych dvojic ptivodnich stavi, ale z divodu zkraceni
a zjednoduseni zépisu nebudeme psat ¢arku oddélujici prvky usporadané dvojice (zde si to mtizeme
dovolit, protoze jako ptvodni stavy mame ¢isla, kterd jsou vSechna jednocifernd). Sestrojime
automat A = (Q, %, 0,[02], F'), kde

e Q= Q1 x Q2= {[02],[03],[04], [12], [13], [14]}
o F=F xF,={[13],[14]}

e prechodovéa funkce 6:

Al a | b 5(02).a) = [03
— [02] [ [03] 5([03], @) = [04] a f)
03] | [04] | 12 5([03],b) = [12] o a a
04] | [04] 5([04], a) = [04] )
[12] || [13] 6([12],a) = [13]
)| 4 5((13],0) = [14 @2)—~(03)—
« [14] | [14] 6([14],a) = [14]

Stav [04] je, jak vidime, nadbyteény, proto by nebyl problém ho odstranit. Jazyk automatu A je

L(A) = {abaa? ; j > 0} = abaa* .

5| Poznamka:

Ttida jazykt rozpoznavanych konecnymi automaty je uzaviena i vzhledem k mnoha dalsim ope-

racim, ale ty (uz vcetné dikazi) si nechdme na dals$i semestr.




Kapitola

Formalni gramatiky

AZ dosud jsme se zabiyvali moznostmi zjistovdnt, zda zadané slovo mebo posloupnost signdli vy-
hovuje dangym podminkdm, tedy zda patri do urcitého jazyka. V této kapitole se budeme zabyvat

moznostmi generovani slov vyhovugjicich dangm podminkdm, tedy patricich do urcitého jazyka.

4.1 Gramatika a generovani slov jazyka

Gramatika je algebraickd struktura (i kdyz tak moznéd nevypadd) popisujici strukturu slov
daného jazyka, tedy zpusob, jakym jsou slova jazyka poskladéna z prvki abecedy.

Jaky je rozdil mezi automatem a gramatikou?

e Automat je rozhodovaci mechanismus — pomoci automatu ur¢ujeme, zda slovo, které dosta-
neme na vstup, patfi ¢i nepatii do jazyka rozpoznavaného automatem.
e Gramatika je generativni mechanismus — nemé zadny vstup, sama generuje (vytvari) slova

daného jazyka.

V prvni kapitole jsme si jiz gramatiky predstavili (od strany 1.1.2), tedy vime, ze kromé termindl-
nich symboli (které odpovidaji tomu, co u automatt mame jako abecedu) pouzivime neterminalni
symboly (obdobu proménnych).

Zatimco u automatt je ,,akéni soucasti definice* prechodova funkce, u gramatik tuto roli plni
mnozZina pravidel. Pravidla jsou ve tvaru a — (3, pouzivame je tak, Ze ve zpracovavaném fetézci
hledame podfetézec o a nahradime jej podietézcem [.

Vytvoreni gramatiky si nejdfiv ukdzeme na ptikladu, néasleduji definice.

Priklad 4.1

Pro jazyk zadany timto regularnim vyjrazem sestrojime gramatiku, ktera jej generuje:
L = a*(bc+ cb*c)

Vsimnéme si nejdiiv struktury tohoto vyrazu. Jeho prvni ¢ast obsahuje sekvenci symboli a,

pak nésleduje druhd ¢ast, kterd mize mit dvé varianty — bud se jednéd o Fetézec bc nebo o dva
symboly ¢, mezi nimiz mtze byt jakykoliv poc¢et symbola b.
Gramatiku muzeme navrhnout nékolika rtiznymi zptisoby — pro jeden jazyk mtze existovat

i vice odlisnych gramatik, z nichz kazd4 ma trochu jiné vlastnosti. V nasem piipadé mutzeme

67
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postupovat tfeba takto:

e Vytvorime netermindlni symbol A, ktery pouZijeme pro generovani prvni ¢asti slova obsa-
hujici symboly a:
A — aA
A—e

Tato dvojice pravidel uréuje rekurzi (symbol A v fetézci opakované nahrazujeme dvojici
symbolt aA, ¢imz smérem doleva narustd pocéet symboli a) a zastaveni rekurze (kdyz jsme
prvnim pravidlem vytvorili dostatek symboli a, odstranime symbol A z fetézce a tim rekurzi
zastavime).

e Podobné pro symboly b:
B —bB
B —e¢

e Pravidlo vytvarejici prvni variantu druhé ¢asti slova:
H — bc

e Pravidlo vytvarejici druhou variantu druhé ¢asti slova, napojime na pravidla generujici po-
sloupnost symbola b:
C — cBc

e A ted to vSechno propojime — neterminalni symbol S bude predstavovat celé vysledné slovo,
v pravidlech pro tento symbol uréime, ze existuji dvé varianty (obé za¢inaji symboly a, ale
v prvni nasleduje jeden podfetézec a v druhé varianté jiny):
S — AH
S — AC

Vsechna vytvofena pravidla nyni shrneme do jediné gramatiky a ocislujeme:
S — AH
S — AC
A —aA
A—e

H — be
C — cBc
B —bB
B—e¢

CICACICICICICNC)

Uspornéjsi zptisob zapisu je takovy, kde vice pravidel se stejnou levou stranou (tj. prepisujicich

tentyz symbol) umistime na jeden adek:

S — AH | AC @, @
A—aAle ®3), ®
H — be ®)
C — cBc ®)

B—bB ¢ @, ®

Generovani slova probiha tak, ze zacneme fetézcem obsahujicim jediny neterminalni symbol
(startovaci symbol gramatiky), obvykle je oznacen S, a v kazdém kroku odvozeni tento Fetézec

ménime — vybereme néktery symbol fetézce (neterminélni, v prvnim kroku nemame na vybér,
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tedy vybereme S) a zpracujeme ho podle nékterého pravidla gramatiky. Konc¢ime tehdy, kdyz
,heni co zpracovat®, tedy zadny netermindlni symbol v fetézci nenajdeme. Generovani podle vyse
uvedené gramatiky miize vypadat napiiklad takto:

S = AC = aAC = aaAC = aaC = aacBc = aacbBc = aacbe

Jak jsme postupovali?

e V prvnim kroku jsme pouzili pravidlo S — AC (vybrali jsme jedno ze dvou pravidel pro
symbol S).

e V druhém kroku jsme v fetézci AC prepsali symbol A podle pravidla ¢islo 3) (A — aA), tedy
Fetézec se zménil na a AC' (to, co zrovna nezpracovavame, jen prepiseme do dalsi ,,generace®).

e Totéz pravidlo jsme pouzili jesté jednou (takze v fetézci mame dvakrat symbol a), ale pak
jsme ukonéili rekurzi pravidlem é&islo (4) (epsilonovym), ¢imz jsme symbol A z Fetézce od-
stranili.

e Nasledovalo zpracovani symbolu C' pravidlem ¢islo (6) (pro tento symbol neméme na vybra-

nou) a nakonec pravidly pro symbol B jsme vygenerovali jeden symbol b.

Pro tentyz jazyk je mozné vytvorfit i jiné gramatiky (vlastné i ta vyse uvedend by se dala mirné
upravit, pfi¢emz by porad generovala tentyz jazyk). Nasledujici gramatika pouziva jednodussi tvar
pravidel, ale generuje tentyz jazyk:

S —aS|bA|cB 0,2,
A—c ®

B —bB|c ®),®)

V této gramatice vygenerujeme totéz slovo jako v predchozi:

S = aS = aaS = aacB = aacbB = aacbc

Obé gramatiky sice generuji tentyz jazyk, ale kazda ma jiné vlastnosti. Ta prvni mé prehlednéjsi
strukturu, snadnéji se navrhuje. Druha nema tak prehlednou strukturu, ale zato ma kratsi pravidla,

pravidel je méné, a pfi generovani postupujeme striktné zleva doprava (tak, jak ¢teme text nebo

nac¢itdme soubor na pocitaci).

Definice 4.1 (Formalni gramatika)
Formdlni gramatika je usporddand ¢tverice (posloupnost) G = (N, T, P, S), kde
e N je neprdazdnd konecénd mnoZina neterminalnich symboli (netermindli) — neterminalni
abeceda,

e T je neprazdnd koneénd mnoZina termindlnich symboli (termindli) — termindlni abeceda,
plati NNT =0,

e P je neprdzdnd konecnd mnozina pravidel, P C (NUT)*N(NUT)* x (NUT)*
jinak: «Ap — -, kde Ae N, a,p8,y€ (NUT)*

e S je startovaci symbol gramatiky, S € N.
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V definici se mtze zdat trochu nesrozumitelné uréeni mnoziny pravidel. Ve vyrazu, ktery je na
tom misté uveden, oznaceni (NUT)* znamena ,,jakkoliv dlouha posloupnost jakychkoliv symboli“
(neterminéld i termindli). Symbol pro kartézsky soucéin x oddéluje levou a pravou ¢ast pravidla.
Cely vyraz (NUT)*N(NUT)* x (NUT)* znamena:

e (NUT)*N(N UT)* — na levé strané vyrazu (,pied Sipkou“) je alespon jeden netermindl
obklopeny (z obou stran) jakkoliv dlouhymi fetézci neterminali a terminédla (v kazdém
pripadé bude pred Sipkou alespor ten jeden netermindl),

e (NUT)* — na pravé strané vyrazu muze byt jakykoliv fetézec (v€etné préazdného fetézce,

jak jsme vidéli v pfedchozim pfikladu).

V definici mdme uveden obecny tvar pravidel, kde na levé strané pravidla mize byt jakykoliv
fetézec (obsahujici alespon jeden neterminél), nicméné v piikladu jsme pouzili pouze jednodussi

tvar pravidel, kde na levé strané mame pouze ten jeden ,vyzadovany“ neterminal.

Piiklad 4.2

V predchozim piikladu jsou dvé rtizné gramatiky. Jejich plny zapis je nasledujici:
Gi1=({S,AH,C,B}, {a,b,c}, P, S),kde Pje Gy=({S,A, B}, {a,b,c}, P, S), kde P je

S — AH | AC S —aS |bA|cB
A—aAle A—c

H — be B —bB|c

C — cBc

B —bB|¢

Vsimnéte si, Ze tak, jako jsme u automati pii zapisu prechodové funkce museli uvést plnou speci-
fikaci, aby bylo jasné, ktery stav je poc¢atecni, které jsou koncové apod., u gramatiky je tfeba také

uvést plnou specifikaci (zde G = ...), abychom védéli, ktery symbol je startovaci, pfipadné které

Dalsi definice urcuji, jak maji byt pouzivana pravidla, kterd jsme definovali. Tyto definice jsou

z pouzitych symbolt jsou termindlni.

obdobou definic pfechodu mezi konfiguracemi a vypoctu slova, které jsme vidéli u koneénych

automatu.

Definice 4.2 (Relace kroku odvozeni)

Necht wy,we € (NUT)* jsou Tetézce nad abecedou NUT. Tyto tetézce jsou v relaci =g v gramatice
G = (N,T,P,S), pokud ezistuje pravidlo (a« — ) € P a zdroven w; = xjaxy, wy = T1[x3.
Zapisujeme: w1 =g wy. Rikdme, Ze slovo wy lze piimo (v jednom kroku) odvodit ze slova wy
pouzitim pravidla o — (.

Pokud je zrejmé, o kterou gramatiku se jednd, miZeme misto =¢ psdat jen =.

Reflexivni a tranzitivni uzdvér relace kroku odvozeni = zapisujeme =*, proto napiiklad po-
sloupnost w; = we = w3 = w4 muzeme zapsat zkracené jako w; =* wy, pripadné s nasobiem

jako wy =3 wy (t¥i kroky). Obdobné tranzitivni uzdvér této relace zapisujeme =7.



KaAaPiTOLA 4 FORMALNI GRAMATIKY 71

Definice 4.3 (Derivace)
Derivace (odvozeni) délky n slova (véty) a v gramatice G = (N, T, P, S) je posloupnost tetézci
a1, ag, ... ap nad abecedou (N UT) takovd, Ze

e 1 = 57

o, =, a €T,

oai:>az~+1Vi: 1<:<n-—1.

Jinak zapsano: S = as = a3 = ... = qp_1 = «

Obdobou konfigurace u automati je pri odvozeni v gramatice vzdy ten fetézec, ktery v daném
kroku mame zpracovat ne€kterym pravidlem. Relace kroku odvozeni je pak relaci mezi jednim
takovym Tetézcem a nasledujicim Fetézcem, ktery ziskame uplatnénim nékterého pravidla grama-
tiky. Retézce, které ziskame postupnym odvozovanim ze startovaciho symbolu, nazyvame vétnymi

formami, posledni ¢len této posloupnosti se nazyva véta (piipadné slovo) a je sloZen z terminéli.

Definice 4.4 (Vétna forma, véta)
Vétna forma gramatiky G = (N, T, P, S) je kterékoliv slovo o € (N UT)* takove, Ze S =¢ «, je
to kterekoliv slovo, ktere lze odvodit ze startovaciho symbolu pomoci pravidel gramatiky.

Véta gramatiky G = (N, T, P, S) je takovd vétnd forma w, kterd se skladd pouze z termindlnich
symbolil, tedy S =¢, w, w € T*. MuZeme rici, Ze jazyk generovany gramatikou je mnozina vsech

vét této gramatiky.

Priklad 4.3

V prikladu ze strany 67 mame dvé derivace téhoz slova, kazdou v jiné gramatice:
S = AC = aAC = aaAC = aaC = aacBc = aacbBc = aacbe
S = aS = aaS = aacB = aacbB = aacbc

I5"|  Poznamka:

Davejte si pozor na spravné znaceni — jednoducha sipka ,,—*“ se pouziva prfi zapisu pravidel, dvojita
sipka ,,=“ je relace, pouzivame ji pfi zapisu derivace (odvozeni) slova (propojuje jednotlivé vétné

formy v derivaci).

Definice 4.5 (Jazyk gramatiky)

Jazyk generovany gramatikou G = (N, T, P, S) je mnoZina vSech slov, kterd lze v gramatice vyge-

nerovat ze startovaciho symbolu:

LG)={weT"; S=;w} (4.1)
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Definice 4.6 (Ekvivalence gramatik)
Gramatiky G1 a Go jsou ekvivalentni, pokud generuji tentyz jazyk, tedy L(G1) = L(G2).

4.2 Chomského hierarchie

Po jazykovédci Noamu Chomském je pojmenovana hierarchie zakladnich typt formalnich gramatik
a tfid jazykd. Gramatiky v této hierarchii maji jedno spolecné — sekvencns zpisob generovani slova.
To znamena, ze v kazdém kroku odvozeni je pouzito pravé jedno pravidlo na pravé jednom misté
v prepisovaném sloveé.

V hierarchii najdeme ¢tyfi typy gramatik oznacenych ¢isly 0, 1, 2, 3. TFidy jazyktu generované
témito gramatikami oznacujeme £ (0), Z(1),.2(2),-Z(3), pri¢emz pro nékteré z nich se pouziva
i jiné oznaceni. Mimo hierarchii, ale v tésné vazbé na ni, existuji dalsi typy gramatik, na které se

také podivame.

4.2.1 Gramatiky v Chomského hierarchii

Chomského hierarchie zahrnuje tedy ¢tyfi typy gramatik. U kazdého typu si uvedeme pfipadny

slovni nazev, tvar pravidel a ekvivalentni stroj, ktery rozpoznava stejnou tfidu jazykt.

Definice 4.7 (Gramatiky typu 0 v Chomského hierarchii)

Gramatiky typu 0 (rekurzivné vydcislitelné, RE — Recursively Enumerable) jsou gramatiky pouZi-
vagici obecny tvar pravidel:

(NUT)*"N(NUT)" x (NUT)* (4.2)
Jing zapis pravidel je ndsledujici: «oAB — vy, A€N, «o,B8,y€ (NUT)*

Strojem ekvivalentnim ke gramatikim typu 0 je Turingiv stroj (TS). Jazyky rozpozndvané

gramatikami typu 0 nazgvame jazyky typu 0, tridu jazykd typu 0 znacime Z(0), resp. £ (REi

Definice 4.8 (Gramatiky typu 1 v Chomského hierarchii)

Gramatiky typu 1 (nezkracugici, monotonni, rekurzivni) jsou gramatiky, jejichZ véechna pravidla
zachovdvagi omezeni pro pravidla gramatik typu 0 (min. netermindl vlevo) a zdroven jsou v tomto
tvaru:
a—= B, lof <8, a,Be(NUT) (4.3)
Ddle muze existovat pravidlo S — e, pokud je S startovacim symbolem gramatiky a zdroven se
nenachdzi praveé strané Zadnéeho pravidla.
Strojem ekvivalentnim ke gramatikam typu 1 je linedrné ohraniceny automat (LOA, Linearly

Bounded Automaton — LBA). Jazyky rozpozndvané gramatikami typu 1 jsou jazyky typu 1, tridu

jazykd typu 1 znacime £ (1).
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Gramatiky typu 1 nazyvame nezkracujici, protoze generované slovo se po jednotlivych krocich
bud prodluzuje, nebo se jeho délka neméni, ale nezkracuje se — diky tomu, Ze jediné ,zkracujici®
(tedy epsilonové) pravidlo je mozné pouZzit pouze a jenom v prvnim kroku vypoctu (pokud chceme
vygenerovat prazdné slovo). Formulace ,,a zaroven se nenachézi na pravé strané zadného pravidla“
totiz znamend pravé to — pokud symbol S nemame na pravé strané zadného pravidla, nemtize byt

v zadné vétné formé kromé té prvni, ze které zacind vypocet.

Definice 4.9 (Gramatiky typu 2 v Chomského hierarchii)

Gramatiky typu 2 (bezkontextové, context-free — CF) jsou gramatiky, jejichz vsechna pravidla jsou
v tomto tvaru:

A—pB, AeN, pe(NUT)" (4.4)

Strojem ekvivalentnim ke gramatikam typu 2 je zasobnikovy automat (Pushdown automaton).

Jazyky rozpozndvané gramatikami typu 2 jsou jazyky typu 2, tedy bezkontextové jazyky, tridu

jazyki typu 2 znacime £ (2), resp. L (CF).

RSN

O gramatikach typu 2 budeme jednoduse hovorit jako o bezkontextovych gramatikach, jazyky jimi

rozpoznavané jsou bezkontextové jazyky.

Definice 4.10 (Gramatiky typu 3 v Chomského hierarchii)

Gramatiky typu 3 (regularni, REG) jsou gramatiky, jejichZ vsechna pravidla jsou v jednom z nd-

sledugicich tvaru:
A — abB, A BeEN, aeT

(4.5)
A — a, AeN, aeT

Dadle muze existovat pravidlo S — €, pokud je S startovacim symbolem gramatiky a zdrover se
nenachdzi pravé strané Zadnéeho pravidla.

Strojem ekvivalentnim ke gramatikam typu 3 je konecny automat (Finite automaton). Jazyky
rozpozndvané gramatikami typu 3 jsou jazyky typu 3, tedy regularni jazyky, tridu jazyku typu 3
znacime £ (3), resp. L(REQG).

RSN

O gramatikach typu 3 budeme jednoduse hovorit jako o regularnich gramatikich, jazyky jimi

rozpoznavané jsou regularni jazyky.

I¥"|  Poznamka:

V prvnim piikladu této kapitoly méame dvé gramatiky — ted uz vime, Ze prvni z nich je bezkon-
textova, druha regulérni.

Regularni gramatiky striktné zachovavaji zptisob generovani slova zleva doprava, coz také
odpovida ¢innosti koneéného automatu (ten taky zpracovava slovo ze vstupu vyhradné zleva
doprava, v kazdém kroku zpracuje jeden symbol, podobné regularni pravidla generuji v kazdém

vvvvvv

generovaného vyrazu.
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Regularnimi gramatikami a jejich vztahem ke koneénym automatim se budeme zabyvat v nasle-
dujici kapitole. V tomto semestru se také podivaime na bezkontextové gramatiky a zasobnikové
automaty, nicméné jen v zakladu. Dalsi souvisejici témata budeme probirat v navazujicim pied-

métu (Teorie jazyki a automatt II nebo Zaklady teoretické informatiky II).

K| Véta 4.1 (Vztah mezi jazyky gramatik v Chomského hierarchii)

Mezi tridami jazyki generovanych gramatikami v Chomského hierarchii jsou tyto vztahy (uréugjici

generativni silu jednotlivgch gramatik):
ZB)cZ2)cz() cZ(0) (4.6)
>

Pfedchozi véta nam fika, ze kazdy regularni jazyk je zaroven bezkontextovym (a taky typu 1
a typu 0), kazdy bezkontextovy je zaroven typu 1 (a taky typu 0), kazdy jazyk typu 1 je také typu

0. Vztahy mezi témito tfidami jazykt mtzeme vyjadfit i mnozinoveé:

jazyky

regularni bezkontextové
jazyky jazyky

typu 0

Obrazek 4.1: Vztahy mezi jazyky v Chomského hierarchii

15>

Poznamka:

Pozor, tento vztah plati pro jazyky, nikoliv pro gramatiky. Uvédomte si, Ze pro jeden jazyk je mozné
sestrojit nékolik rtznych gramatik (které kazdd mohou byt jiného typu), a napiiklad pravidla
bezkontextovych gramatik nejsou obecné nezkracujici, tedy ne vsechny bezkontextové gramatiky

by mohly byt zaroven gramatikami typu 1.

Naznak dukazu (Véta 4.1): Pro korektni dikaz tohoto tvrzeni jesté nemame dostatek
znalosti, jen si naznaCime, jak by takovy dukaz vypadal, a jednodussi ¢asti dikazu provedeme.
U kazdé vlastni inkluze C je tfeba nejdiiv dokézat samotnou inkluzi C a potom najit jazyk, ktery

dokazuje, Ze jde o vlastni inkluzi. Postupné:
e V piipadé .Z(3) C Z(2)

— Z(3) C Z(2) plyne z tvaru pravidel, protoze kazdé regularni pravidlo zaroven spliiuje
podminky pro bezkontextova pravidla, tedy pokud pro jazyk lze sestrojit regularni
gramatiku, je mozné sestrojit i bezkontextovou,

— naptiklad jazyk L; = {a"b" ; n > 0} je bezkontextovy, ale neni reguldrni (coz zatim

neumime dokézat): L1 € Z(2) — Z(3),
= Z(3) C Z(2).
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e V piipadé Z(2) C Z(1)

— Z(3) C Z(2) - kazdou bezkontextovou gramatiku lze prevést do tvaru nezkracujici
bezkontextové gramatiky (coZ jesté neumime), pak plati obdobné tvrzeni jako v pred-
chozim ptipadé (plynulo by z tvaru pravidel),

— napiiklad jazyk Lo = {a"b"c" ; n > 0} je typu 1, ale neni bezkontextovy (coz zatim
neumime dokazat): Ly € £ (1) — Z(2),

= Z(2)cZ2().
e V piipadé Z(1) C Z(0)

— Z(1) C Z(0) je zfejmé, protoze £ (0) obsahuje vSechny rekurzivné vyéislitelné jazyky
(tj. vSechny jazyky, ke kterym dokazeme sestrojit jakoukoliv funkéni gramatiku), tedy
rozhodné obsahuje i jazyky, pro které lze sestrojit nezkracujici gramatiku,
ekvivalenci mezi gramatikami typu 1 a LBA, pak sta¢i dokéazat, Ze existuji jazyky,
které LBA nerozpoznava,

= Z(1) C Z(0). 0

Definice 4.11 (Ekvivalence gramatik a t¥id jazyka)
Gramatiky G1 a Go jsou ekvivalentni, pokud generuji tentyz jazyk: L(G1) = L(G2).

Tridy jazyki Ti a Ta jsou ekvivalentni, jestlize jsou mnozZinové ekvivalentni (protoze se jednd

o mnoziny jazyki). Zapisujeme Ty = Ta.

4.2.2 Souvisejici typy gramatik

Rozlisujeme vice riznych druhti gramatik, které bud odpovidaji nékterému z typt gramatik Chom-

ského hierarchie, nebo jsou nékde ,mezi“ riznymi typy.

Definice 4.12 (Kontextové gramatiky)

Kontextové gramatiky (Context-sensitive, C'S) jsou gramatiky, jejichz vsechna pravidla odpovidaji

i
predpisu aAB—ayB, AEN, a,B,y€ (NUT)", v#¢ (4.7)

Ddle muze existovat pravidlo S — e, pokud je S startovacim symbolem gramatiky a zdroven se
nenachdzi pravée strané Zddneho pravidla.

Jazyky rozpozndvané kontextovymi gramatikami nazyvame kontextovymi jazyky, tridu téchto

jazyku znacime £ (CS).

Pravidla aAB — a8 uvedend v predchozi definici zachovdvaji kontext. To znamena, Ze sice ve

skute¢nosti pfepisujeme symbol A na fetézec -y (provadime pfepis A — ), ale jen tehdy, pokud je
tento symbol A obklopen stanovenym kontextem — okolim (levym kontextem «, pravym kontextem

B), a tento kontext zistane tak jak je i po pFepisu.
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K| Véta 4.2

Vigpocetni sila tiidy kontextovych jazyki Trida jazyki £ (CS) je ekvivalentni tiidé jazykd typu 1,
tedy plati £ (CS) = Z(1).

X8

Dtikaz tohoto tvrzeni nechame na pristi semestr.

I¥"|  Poznamka:

V nékterych zdrojich jsou kontextové gramatiky piimo ztotoznovany s gramatikami typu 1 misto

gramatik nezkracujicich.

-1
Definice 4.13 (Linearni gramatiky)
Linedrni gramatiky LIN jsou gramatiky, jejichZ vsechna pravidla odpovidaji predpisu
A — aBg,
p (4.8)

A — a, A BeEN, a,peT*

Pokud jsou vsechna pravidla gramatiky ve tvaru A — aB nebo A - «a, A,B € N, a € T*, pak
je tato gramatika pravolinearni.

Pokud jsou vsechna pravidla gramatiky ve tvaru A — B nebo A — 3, A,B € N, e T*,
pak je tato gramatika levolinearni.

Tridu jazyka generovanych linedrnimi gramatikami oznacime £ (LIN), pravolinedrnimi gra-

matikami £ (RLIN), levolinedrnimi gramatikami £ (LLIN).

Linearni gramatika je tedy takova gramatika, kterd ma na levé strané pravidla pouze neterminél

(a nic jiného, tak jako u bezkontextovych nebo regularnich gramatik) a na pravé strané pravidla
nejvyse jeden neterminal a jakykoliv pocet terminalu.

Tvar pravidel typu pravolinearni velmi pfipomind tvar regularnich pravidel, az na to, Ze
zatimco u regularnich pravidel lze mit na pravé strané jen jeden termindl, u pravolinearnich zde

muzeme mit Fetézec termindla.

#| Véta 4.3 (Vztah mezi pravo- a levolinearnimi a regularnimi gramatikami)

Tridy jazyku generovanych pravolinedrnimi, levolinedarnimi a reguldrnimi gramatikami jsou navza-

jem ekvivalentni:
Z(RLIN)= Z(LLIN) =2 Z(REQG) (4.9)

>

Naznak dukazu: Nejdiiv se zaméiime na vztah mezi pravolinedrnimi a levolinearnimi
gramatikami. Staci si uvédomit, Ze pravolinearni gramatiky generuji slovo zleva doprava (tak jako
regularni gramatiky), kdezto levolinearni v opacném sméru.

V této ¢asti diukazu nepujdeme do podrobnosti (sestrojeni pravolinedrni gramatiky podle

levolinearni nebo opa¢né by znamenalo ,pfekopani“ celé gramatiky); z konstrukéniho hlediska
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by bylo jednodussi sestrojit vyslednou gramatiku od zacatku, nevychéazet z ptivodni. Nicméné je
mozné dokazat, ze £ (RLIN) = Z(LLIN).

Nyni ke vztahu mezi pravolinearnimi a regularnimi gramatikami. Je zfejmé, ze regularni gra-

matiky mtzeme chapat jako specidlni ptripad pravolinedrnich, kdy jen ,zostfime®“ pozadavky na
tvar pravidel, tedy vztah Z(REG) C Z(RLIN) je trivialni.

Plati i opa¢ny vztah? Pravolinearni pravidlo muze byt v jednom z téchto tvari:

1.
2.
3.
4.
9.

ad. 1.
ad. 2.

ad. 3.

A — aBnebo A — a, A,BE N, a € T*, |a| =1 (pravé jeden terminal)
A—aB, ABEN, aeT* |a|>2

A—a, AJe N, a €T, o] > 2

A— B, A, BeN (tj. |a]=0)

A—e AeN

Pravidla podle prvniho bodu odpovidaji regularnim pravidlim, nemusime fesit.
Pravidla podle druhého bodu sice ne, ale neni problém takové pravidlo upravit, resp. nahradit

mnozinou jinych pravidel tak, aby byl generovan tentyz retézec:

Pavodni pravidlo: A — ajas...a,B, A, BEN, a; €T, 1<i<n
Nahradime témito pravidly:

A— a1 Xy

X1 — asXs

Xn—2 = ap_1Xn_1

Xp—1 — a,B

kde symboly X;,...,X,,—1 jsou nové, dosud nepouzité.

Napftiklad pravidlo A — abeM bychom nahradili sadou regularnich pravidel
A— aX;

X] = bXs

Xo > cM

Muzeme si ovérit, ze ekvivalence vystupu zustava zachovana. Odvozeni A = abcM podle
puvodniho pravidla by se podle nové sady pravidel protahlo na A = aX; = abXy = abcM
(t¥i kroky misto jednoho), nicméné vysledek je tentyz.

Tento pripad je podobny pfedchozimu — misto primého vygenerovani celého terminalniho
fetézce generujeme postupné jednotlivé terminaly.

Pravidlo A —aias...a,, AEN, a, €T, 1<i<n

Nahradime témito pravidly:

A— a1X1

X1 — asXs

Xn—2 — an—an—l
Xn_1—ay
kde symboly Xi,...,X,—1 jsou nové, dosud nepouzité (pozor, nesmi byt pouzity ani pfi

podobné upravé jiného pravidla).
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ad. 4.

ad. 5.

Pravidlo ve tvaru A — B, A, B € N nazyvame jednoduchym pravidlem (pozdéji se témto
pravidliim budeme vénovat vice). Je zfejmé, Ze tato pravidla ve skutecnosti nic terminalniho
negeneruji, tedy je mozné se jich jednoduchou tpravou pravidel zbavit. Pfedpokladejme, zZe
mame (kromé jinych) tato pravidla:

A= or|...|ax | B

B—=pi]...|Bm

(tj. pro symbol A kromé toho pravidla, které nam ,vadi“, jesté k jinych pravidel, a pak m

pravidel pro symbol B). Pak je nahradime témito pravidly:

A—)O[ll...‘aklﬁl‘...’ﬁm

S pravidly pro symbol B jsme nehybali, jen pravidlo A — B jsme nahradili pravidly pro
symbol B. Pak bychom napfiklad misto odvozeni A = B = 2 méli (po zminéné upraveé)
odvozeni A = 5. Tedy odstranéni jednoduchych pravidel znamené zkraceni odvozovani.

Tento pripad je podobny jako predchozi. Nejdiiv predpokladejme, Ze prepisovany symbol A

neni startovacim symbolem gramatiky. Pak bychom pravidla ve tvaru

A—=oar|...|agle
B—pBA]|...

nahradili témito pravidly:
A—ayl|...|ag
B—pBA|B]...

Odstranili jsme epsilonové pravidlo A — ¢, ale abychom nezaséhli do jazyka generovaného
gramatikou, ptidali jsme pravidla ,simulujici* pouziti tohoto pravidla. A se vyskytuje na
pravé strané pravidla B — BA, proto prfidame pravidlo B — [ nahrazujici pfipad, kdy
bychom vygenerovany symbol A prepsali epsilonovym pravidlem. Tedy misto odvozeni B =
BA = [ by bylo odvozeni B = (.

Upravu by samoziejmé bylo nutné provést pro viechna pravidla obsahujici neterminal A.

Pokud by symbol A byl startovacim symbolem gramatiky, museli bychom zkontrolovat, jestli
se nachazi na pravé strané nékterého pravidla. Pokud ne, nebudeme provadét zadnou tpravu
(nechdme pravidlo A — ¢ tak jak je), pokud ano, provedeme vySe naznacenou tpravu, ale
navic pfiddme novy startovaci symbol (ozna¢ime ho tfeba S’) takto:

S’ Ale

A—=aoar ... | ag

B—pBA|B]|...

A néasledné provedeme upravu podle bodu 4.

Po tupravé vSech pravidel (ptivodné pravolinedrni) gramatiky jiz vysledna gramatika obsahuje
pouze pravidla v regularnim tvaru, tedy Z(REG) O Z(RLIN), proto Z(REG) = Z(RLIN).

Protoze na zacatku postupu jsme ukazali, Ze pravolinearni a levolinearni gramatiky jsou ekviva-

lentni, plati tvrzeni z uvedené véty. a
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K| Véta 4.4 (Vypocetni sila linearnich gramatik)

Pro tridu jazyku generovanych linearnimi gramatikami plati ndsledujici:
Z(REG)C Z(LIN) Cc Z4(CF) (4.10)
>8

Naznak dukazu: Podobné jako u vztahii v Chomského hierarchii, i zde si jen ukézeme, jak
by korektni ditkaz vypadal, a jednodussi ¢asti dikazu provedeme. Uéelem je ukéazat, ze vypocetni
sila linearnich gramatik je mezi vypocetni silou reguldrnich a bezkontextovych gramatik.

U kazdé vlastni inkluze C je tfeba nejdfiv dokézat samotnou inkluzi C a potom najit jazyk,

ktery dokazuje, ze jde o vlastni inkluzi.
e V piipadé Z(REG) C Z(LIN)

— dutkaz, ze plati Z(REG) C Z(LIN) je jednoduchy — u pfedchozi véty jsme si ukazali,
7e Z(REG) = £ (RLIN) a zaroven vime, Ze pravolinearni gramatiky jsou specidlnim
pfipadem linearnich gramatik;

z toho vyplyva, ze pro jakykoliv jazyk generovany regularni gramatikou dokazeme se-
strojit linedrni gramatiku (a dokonce kazdé regularni pravidlo je vlastné linedrnim
pravidlem, nemusime konstruovat nic nového),

— naptiklad jazyk L; = {a"b" ; n > 0} neni regularni (bylo zminéno uz na strané 74),

ale lze jej generovat touto lineadrni gramatikou:
Grin = ({S}, {a,b}, P, S) s pravidly S — aSbh | ¢
= Z(REG) C Z(LIN)

e V piipadé £ (LIN) C Z(CF)

— dtikaz, ze plati £ (LIN) C Z(CF), je opét trividlni — je zfejmé podle tvaru pravidel:
« pravidla v linedrnim tvaru: A — aBf |a, A,BE€ N, o, € (NUT)*
« pravidla bezkontextova: A — v, v € (NUT)*
prvni uvedena splnuji podminky pro druhé uvedend, tedy kazda linearni gramatika je
zaroven bezkontextovou gramatikou,
— naptiklad jazyk Ly = {a'b'a/b’ ; i,j > 1} neni linearni, ale lze jej generovat touto
bezkontextovou gramatikou:
Ger = ({S, A4}, {a,b}, P, S) s pravidly S — AA, A — aAb|ab
= Z(LIN) Cc Z(CF) 0

Definice 4.14 (Koneéné jazyky)
Konecny jazyk je jazyk s konecnym poctem slov. Tridu konecnych jazyki oznacujeme L (FIN)

Pokud potiebujeme vytvorit gramatiku generujici koneény jazyk, obvykle volime regularni gra-

(finite languages).

matiku. Co se automatu tyce, vhodny je koneény automat (samoziejmé bez smycek — jakdkoliv

smyc¢ka by znamenala nekone¢né mnoho variant rozpoznéavanych slov a tedy nekone¢ny jazyk).
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Priklad 4.4

Ukazeme si postup vytvoreni gramatiky generujici koneény jazyk, pouzijeme vyhradné regularni
pravidla. Bude to gramatika pro tento jazyk:
L = {if, then, this}

Je dobré seradit si slova jazyka tak, abychom vidéli, kterd slova zacinaji stejnym podietéz-
cem. V naSem pripadé druhé a treti slovo zacinaji podietézcem th. Na strané 42 je pro tento
jazyk sestrojen kone¢ny automat, v pfipadé gramatiky budeme postupovat stejné — pravidla bu-
dou takova, aby pro jednotliva slova existovaly rtzné ,vétve“, zde vétve v odvozovani, a u slov

zacinajicich stejnym podietézcem se tyto vétve budou v pribéhu generovani postupné délit.

Pravidla pro slovo if: Pravidla pro slovo then: Pravidla pro slovo this:
S —iA S —tB S —tB
A= f B — hC B — hC

C —eD C —ik

D —n E—s

Cela gramatika (kazdé pravidlo uvedeme jen jednou):

G=({SAB,C,D,E}, {i,f,t,h,e,n,s}, P, S), kde v mnoziné P jsou pravidla
S —iA|tB

A= f

B — hC

C —eD |iE

D—nFE—s

Vsimnéte si, ze v pravidlech gramatiky generujici konecny jazyk neni zadnéa rekurze — ani byt

nemtze, jakakoliv rekurze by znamenala generovani nekonecného jazyka.

K| Véta 4.5 (Vztah koneénych jazykt k tiidam jazykitt v Chomského hierarchii)

Pro tridu konecnych jazyku plati ndsledujici:
Z(FIN) C Z(REG) (4.11)

>o

Dukaz: Tento dikaz je jednoduchy — platnost vztahu Z(FIN) C Z(REG) plyne z toho, ze
pro kazdy koneény jazyk dokézeme sestrojit reguldrni gramatiku (postup viz vyse).

Vlastni inkluzi dokazeme tak, Ze urcime alespon jeden jazyk patfici do Z(REG) — Z(FIN)
(tj. regularni jazyk, ktery neni kone¢ny). Takovym jazykem je napiiklad L = {a" ; n > 1}.
Regularni gramatika generujici tento jazyk je Grpg = ({S}, {a}, P, S) s pravidly S — aS | a.

Zde stacilo zvolit jakykoliv nekoneény regularni jazyk. a

I5"|  Poznamka:

Z vyse uvedeného vyplyva, ze vztahy v Chomského hierarchii mizeme doplnit nasledovné:
Z(FIN)C (REG) Cc 4(LIN)Cc Z(CF)c Z(1) Cc Z(RE) (4.12)

=1
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4.3 Dalsi moZnosti generovani vystupu

Gramatiky Chomského hierarchie maji tyto spole¢né vlastnosti:

e odvozeni za¢ind vétnou formou obsahujici jeden symbol (startovaci symbol),

e neterminalni a terminalni abeceda, které jsou navzajem disjunktni,

e sekvencni zptisob prace — v kazdém kroku je zpracovan jeden symbol jednim pravidlem,

e vsechna pravidla jsou ,rovnopravna“, nejsou rozdélena do zadnych skupin, zadné z nich

nemad vyssi prioritu nez ostatni.

Existuji jiné typy gramatik a gramatickych systémt (gramaticky systém je systém spolupracujicich
gramatik), které minimalné jednu z téchto vlastnosti nemaji. Pro pfedstavu si ukazeme jeden
takovy systém, ktery ,porusuje prvni t¥i pravidla.
OL systéem G = (X, P,wp) je druh L systému (viz prvni kapitolu, str. 5), ve kterém zacina
odvozeni nikoliv symbolem, ale obecné axiomem — startovacim fetézcem. Odvozeni probihéd pa-
ralelné, v kazdém kroku jsou prepsany vzdy vSechny symboly slova. Mame jedinou abecedu X

a kazda vétna forma v odvozeni je vétou (fadi se do jazyka generovaného systémem):
L(G)={w e ¥*; wy =" w}

Priklad 4.5

Vezméme 0L systém G; = (X, P,wp), kde je abeceda ¥ = {a}, mnozina pravidel P = {a — aa},

axiom (startovaci fetézec) méa pouze délku 1, je wy = a.

Odvozeni v tomto systému je plné paralelni — v kazdém kroku se prepisuje kazdy symbol
(kazdé a v Tetézci se piepiSe na aa, takze se v kazdém kroku zdvojnésobi pocet symbolt a):
a=a?=at=d®=ab=a?= ..

Jazyk tohoto OL systému obsahuje vSechna slova, ktera lze odvodit z axiomu v nékterém poctu
kroki, také axiom samotny do tohoto jazyka patfi. V kazdém kroku se pocet symboli a ve slové
zdvojuje, délka slova tedy roste exponencialné:

L(Gy) = {a2n ;n >0}

Jazyk OL systému z pfedchoziho pfikladu fadime v Chomského hierarchii k jazyktm typu 1 (nelze
jej generovat bezkontextovou gramatikou). Jak vidime, i velmi jednoduchy OL systém generuje

jazyk, pro ktery bychom v Chomského hierarchii museli vytvorit pomérné slozitou gramatiku.

Priklad 4.6

Ukazme si jiny OL systém Go = (X, P,wp), kde je abeceda ¥ = {a,b}, mnozina pravidel je

dvouprvkovad P = {a — bb, b — aa}, axiom je wy = ab.

Odvozeni v tomto systému vypadéa takto:
ab = b%a? = a*b* = b¥a® = a0 = 32432 = ..

Nezalezi na tom, jestli slovo vzniklo v lichém nebo sudém kroku vypoctu, vSechna se fadi do
jazyka — v lichém kroku jsou slova zacinajici symboly b, v sudém slova zacinajici symboly a.
L(Go) = {a'b ; i =227 n >0} U{ba’; i=22""1 n >0}
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Opét se jedna o jazyk typu 1, zptisob generovani je podobny jako v pfedchozim piipadé. OL systémy

maji naopak problémy s nékterymi koneénymi jazyky, né€které z nich nedokazou generovat.

Priklad 4.7

Dalsi OL systém G = (X, P,wyp), kde je abeceda ¥ = {a, b}, mnozina pravidel je taktéz dvouprv-

kovad P = {a — ab, b — a}, axiom je wy = b. Ukazka odvozeni:
b= a = ab = aba = abaab = abaababa = abaababaabaab = ...

V tomto pfipadé nas nebude ani tak zajimat, které symboly jsou ve slové a na kterych mistech,
budou nés zajimat délky generovanych slov. Axiom ma délku 1, druhé slovo také, tieti slovo ma
délku 2, ¢tvrté délku 3, nasleduji délky 5, 8, 13, atd. Dostavame fadu
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...

Pfi blizsim pohledu zjistime, ze kazdé ¢islo posloupnosti (kromé prvnich dvou) je souc¢tem pred-

[A]

Maticové gramatiky také nejsou pfimo soucasti Chomského hierarchie gramatik. Je to jeden

chozich dvou ¢isel — je to Fibbonacciho posloupnost.

z mechanismi fizeného odvozovani. Maticova gramatika pracuje podobné jako bézna (mame ne-
terminélni a termindlni abecedu a jeden startovaci symbol, odvozujeme viceméné sekvencné), ale
pravidla jsou rozdélena do skupin, kterym fikdme matice, a navic je v téchto maticich ddno poradi

téchto pravidel (tj. porusujeme posledni odrazku v textu na zacatku této sekce).

Priklad 4.8

Pfedstavime maticovou gramatiku Gpy = (N,T,M,S), kde N = {S,A,B,C}, T = {a,b,c},
mnozina matic M = {mq, mg, m3}, jednotlivé matice jsou
mi ={S — ABC}
me ={A = aA, B—bB, C — cC}
ms={A—a, B—b, C—c}
Krok odvozeni probiha takto:

e vybereme tu matici, jejiz vSechna pravidla jsou aplikovatelna (pfepisované symboly jsou
ve zpracovavaném slové, pripadné symbol prepisovany uréitym pravidlem matice muze byt
vytvoren nékterym z predchozich pravidel matice),
e pravidla v matici provedeme sekvenéné jedno po druhém (vSechna, postupné zleva doprava).
V prvnim kroku je aplikovatelnd pouze prvni matice, protoze ve zpracovavaném slové méame
pouze symbol S. V dalSich krocich pouzivime opakované matici mo, matice mg3 bude pouZita
az v poslednim kroku (protoZe vSechny neterminaly pfepiSe na terminély). Pro piehlednost si
u kazdého kroku poznaéime pouzitou matici (jinak toto znaceni nepouzivame).
S = ABC = aAbBcC = aaAbbBceC = aaaAbbbBeccC =2 aaaabbbbecce

Tato maticova gramatika generuje jazyk
L(Gur) = {ambe™ 5 n > 1}

[A]

Maticové gramatiky opét nelze pfesné napasovat do Chomského hierarchie, nicméné (jak vidime
na predchozim pfikladu) jejich generativni sila je vysokd — zde jsme veelku jednoduchou maticovou

gramatikou vygenerovali jazyk patfici do .£(1).



Kapitola

’ ’ .
Regularni gramatiky
V této kapitole se budeme zabyvat gramatikami typu 8 v Chomského hierarchii, tedy requldrnimi

gramatikami, a jejich vztahem ke konecngm automatim.

5.1 Definice regularni gramatiky

Definici regularni gramatiky jsme si uvedli v pfedchozi kapitole, zde si ji zopakujeme:

Definice 5.1 (Regularni gramatika)

Reguldarni gramatika gramatika typu 3 je gramatika, jejiz vsechna pravidla jsou v jednom z ndsle-

dugicich tvari:
A — aB, A BeN, acT

(5.1)
A — a, AeN, aeT

Ddle muze existovat pravidlo S — ¢, pokud je S startovacim symbolem gramatiky a zdroven se

Regulérni typ pravidel je v principu nezkracujici (tj. na pravé strané pravidla méame Fetézec stejné

nenachdzi prave strané Zddneho pravidla.

dlouhy nebo delsi nez na levé strané pravidla).

I¥"|  Poznamka:

To je divodem, pro¢ potfebujeme ,vyjimku“ — pravidlo S — ¢ pro startovaci symbol, pokud
potfebujeme do jazyka generovaného gramatikou zaradit i prazdné slovo.

Podminka S se pak nesmi nachézet na pravé strané zadného pravidla® je také dulezita —
kdyby v definici nebyla, pak by vlastnost ,nezkracujici“ ptrestala fungovat, protoze bychom mohli

v prubéhu vypoctu zpracovavané slovo kratit (néktery symbol pfepsat na ).

1

Jak bylo dfive uvedeno, reguldrni gramatiky funguji podobné jako koneéné automaty (ne zcela
— gramatika je generativni mechanismus, kdezto automat je rozpoznévaci mechanismus). Stejné
jako kone¢ny automat postupuje striktné zleva doprava, v kazdém kroku vygeneruje (kde automat

zpracuje) pravé jeden terminalni symbol (tj. prvek abecedy).

83
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Priklad 5.1

Sestrojime regularni gramatiku pro jazyk zadany reguldrnim vyrazem R = caa® + d(ab)* + ¢.

Postupujeme nasledovné:

e Pro sekvenci aa™ potrebujeme pravidla
A—aAla

e Pro sekvenci (ab)* potiebujeme pravidla
B —aD
D —bB|b
(a zaroven je tfeba zajistit, aby dvojic ab mohlo byt i nula).

e Ze startovaciho symbolu S této gramatiky povedou t¥i mozné ,,cesty* — moznosti pokracovani
vypoctu — odpovidajici tfem riznym tvartim slov jazyka (v reguldrnim vyrazu spojenym
operatorem +.

S —cA pro prvni tvar slov, napojime pravidla generujici symboly a
S —dB |d pro druhy tvar slov, musime zajistit i pocet (ab)°
S —e tfeti tvar reprezentuje prazdné slovo
Celd gramatika G = (N, T, P, S) je urCena takto: N = {S,A,B,D}, T = {a,b,c,d}, mnozina
pravidel P obsahuje tato pravidla:
S—cA|dB|d]|e
A—aAla
B —aD
D —bB|b

Nékteré mozné derivace v této gramatice jsou:
S = cA = caA = caaA = caaa
S=d
S = dB = daD = dabB = dabaD = dababB = dababaD = dababab
S=c¢

I¥"|  Poznamka:

Neni jednoduché vytvorit regularni gramatiku pfimo podle regularniho vyrazu nebo predpisu ja-
zyka. Casto byvé jednodussi vytvorit nejdifv kone¢ny automat (postupem, ktery jsme si ukazovali
v sekci o uzavérovych vlastnostech (kapitola 3.5, strana 52) a nasledné podle kone¢ného automatu

vytvorit ekvivalentni reguldrni gramatiku (postup si ukdzeme na nésledujicich strankéch).

5.2 Vytvoreni konecného automatu podle regularni gramatiky

V predchozi kapitole je uvedeno, Ze reguldrnim gramatikdm (coby generativnimu mechanismu)
odpovidaji kone¢né automaty (coby rozpoznévaci mechanismus). V této sekci si ukazeme, jak podle
regularni gramatiky sestrojit ekvivalentni kone¢ny automat (tj. takovy automat, ktery rozpoznava

tentyz jazyk, ktery gramatika generuje).
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#| Véta 5.1 (Regularni gramatika — koneény automat)

Pro tridy jazyku generovanych reguldrnimi gramatikami a rozpozndvanych konecnymi automaty

plati vztah
Z(REG) C Z(KA) (5.2)

>

Postup konstrukce: Je dana regularni gramatika G = (N, T, P, S) a nasim tikolem je sestrojit
koneény automat A = (Q, %, 6, qo, F') takovy, ze L(G) = L(.A). Postupujeme takto:

e abecedu pfejmeme, pouzijeme terminalni abecedu gramatiky: ¥ =T,

e netermindly pouzijeme jako stavy, a protoze musime v automatu zacinat na stejném misté
jako v gramatice, jako pocatecni stav pouzijeme startovaci symbol gramatiky,

e obdobu kone¢nych stavii u netermindli nenajdeme (v odvozovani v gramatice vSechny ne-
termindly ,zmiz{“ pfed koncem derivace, ve finilni vété uz nejsou), proto vytvofime novy
stav, jeho oznaceni zvolime tak, aby nekolidovalo s oznacenim neterminalti gramatiky, c¢asto
se pouziva X,

e pokud je v jazyce gramatiky prazdné slovo €, pak bude do mnoziny koncovych stavil patiit
i pocatecni stav S, jinak to bude pouze stav X,

e prechodovou funkci § zkonstruujeme podle mnoziny pravidel P:
pro (A—aB)e P §(Aja)>B
pro (A —a) € P i(A,a) > X

Mnozina stavi @) tedy bude obsahovat tyto prvky: @ = N U{X}, kde X ¢ N (tj. nové pfidany).

Mnozina koncovych stavii je uréena takto:
{X}; e¢ L(G)

{ {X,5}; e € L(G)

Priklad 5.2

Je dana gramatika G = ({S, A}, {a,b,c,d}, P, S), kde v P jsou pravidla
S—aS|ad|c
A—DbA|cS|d

Vytvofime koneény automat A = (Q, {a,b,c,d}, 6, S, F):

e jako pocatecni stav pouzijeme startovaci symbol gramatiky S,
e Q={S5,A, X} (pouzili jsme mnozinu netermindld, pfidali jsme stav pro ukonceni vypoctu),
e ' ={X} (v jazyce gramatiky zjevné neni prazdné slovo, protoze tam nemame epsilonové

pravidlo).

Prechodovou funkci sestrojime podle mnoziny pravidel P, budeme postupovat po jednotlivych
pravidlech takto:

e podle pravidel S — aS | aA vytvofime ptedpis §(S,a) = {5, A},

e podle pravidla S — ¢ vytvofime predpis §(5,c) = {X},

e atd. podle dalsich pravidel.
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Mnemotechnickd pomitcka: v pfechodové funkci budou jednotlivé prvky ve stejném poradi jako

v pravidle, podle kterého piedpis tvofime:

pravidlo: S| —|a A
ptechod: || 6( | S| , |a|)=|{...,A}

Tabulka 5.1: Vytvoreni pfedpisu prechodové funkce podle pravidla gramatiky

Ukazeme si vSechny tfi reprezentace vysledného kone¢ného automatu:

0(S,a) = {5, A} AH a ‘b‘c‘d ﬁ“ ﬁb

(

5(8,¢) = {X} R L)
oA 0) = 1A A [als [ x S~
5(A,c) = {S} ; a
5(A,d) = {X} X @

Jazyk gramatiky i automatu je
L(G) = L(A) = a*(ab*ca*)*c + a*ab*(ca*ab*)*d

Piiklad 5.3

V predchozim piikladu byla gramatika, v jejimz jazyce neni prazdné slovo. V tomto piikladu si
ukézeme postup pro gramatiku, v jejimz jazyce prazdné slovo je.

Je ddna gramatika G = ({S, A, B}, {a,b}, P, S), kde v P jsou pravidla
S—aAl|ble
A—bA|bB
B—aAlb

Vytvotime koneény automat A = (Q, {a,b}, 6, S, F). Pravidlo gramatiky S — & se pfi
pfevodu na koneény automat projevi pouze tim, ze stav S zafadime do mnoziny koncovych stavi.
Vsechna ostatni pravidla vyuzijeme pfi konstrukei prechodové funkce, a to stejnym zptisobem jako
v predchozim piikladu:

b Q: {SaA7B7X}7

o FF={X, S5},

prechodové funkce bude nasledujici (opét uvedeme vSechny tii reprezentace):

b
5(S,a) = {A} Allal b O
5(S,b) = {X} osa] x @ “(a)
5(A,b) = {A, B} A A, B ; lb .
d(B,a) ={A} B|A] X b
5(B,b) = {X) X )

Jazyk gramatiky i automatu je
L(G) = L(A) =ec+ b+ ab*b(ab*b)*b
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Pozor, pravidlo S — € se u automatu v prechodové funkci nijak neprojevuje — projevi se pouze

a jenom tim, ze mnozina koncovych stavii bude dvouprvkova: F' = {X, S}.

Dukaz (Véta 5.1): Dokézeme, ze vySe popsany algoritmus vytvofi automat rozpoznévajici
jazyk, ktery je generovan danou gramatikou, tedy ze L(A) = L(G).
Dokazujeme L(G) C L(A):
Vezméme jakékoliv slovo w € L(G), |w| > 1, ozna¢me w = ajaz...a,, kde a; € T, 1 < i < n (tj.
rozlozime slovo na jednotlivé symboly).
= J derivace slova w v gramatice G
S = Ay = a1l = a1aedas = ... = a1az...a, = w (0 délce n, n > 1)
(slovo generujeme po jednotlivych symbolech, v kazdém kroku jeden)
= tomu odpovidéa posloupnost pouzitych pravidel:
pro kazdy krok ¢, 1 <i<(n—1):
a1...a4;—1A;_1 = ai1...a;_1a;A; pravidlo A;_1 — a;A;, kde A;_1,A; € N, a1,...,a;, €T
(neznamena to, ze v kazdém kroku pouzijeme jiny netermindl, tolik jich nemame; jen jsou
takto oznaceny)
pro posledni krok (n) :
a1...0p_1Ap_1=a1...a,_1ay, pravidlo A, 1 — a,, kde A,,_1 € N, a, €T
= v prechodové funkci automatu mame podle téchto pravidel vytvoreny predpisy:
pro kazdy krok i, 1 <i<(n—1):
predpisy §(A4;—1,a;) > 4;, Ai—1, A, €Q, a; €X
pro posledni krok (n) :
predpis 0(A,—1,a,) 2 X, Ap_1 €Q, ay €X
= v A lze sestrojit posloupnost konfiguraci
(Sya1az...a,) F (A1 a2...an) ... F (Ap_1,an) F (X, €)
(na konci vypoctu je koncova konfigurace)
= we L(A)

V piipadé, ze € € L(G) a w = ¢ (tj. |lw| = 0):
= v gramatice G mame odvozeni S = ¢
= v automatu A plati S € F

= automat A pfijima prazdné slovo

= ce€L(A)

Dokazujeme L(G) D L(A):
Vezméme jakékoliv slovo w € L(A), |w| > 1, oznaéme w = ajas...an, kde a; € £, 1 <i<n.
= J vypocet slova w v automatu .4
(S,a1az...a,) F (A1 a9...an) ... F (Ap_1,an) F (X, €)
= tomu odpovidaji predpisy v prechodové funkci:
pro kazdy krok i, 1 <i<(n—1):
predpisy 0(A4;—1,a;) > A;, A1, A, €Q, a; € X
pro posledni krok (n) :
predpis 6(An—1,a,) 3 X, A1 €Q, ap €X
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= tyto predpisy byly vytvofeny podle téchto pravidel gramatiky:
pro kazdy krok i, 1 <i<(n—1):
ai...a;i1A;-1 = a1...a;_1a;A4; pravidlo A;_1 — a;A4;, kde A;_1,A; € N, a1,...,a;, €T
pro posledni krok (n) :
a1...0p_1Ap_1 = a1...an_1ay, pravidlo A,_1 — a,, kde A,,_1 € N, a, €T
= v @ existuje odvozeni
S = Ag= a1d1 = a1a0ds = ... = a1as... a4y, =W
= we LG
V piipadé, ze € € L(A) a w = ¢ (tj. |w| = 0):
= v automatu A plati S € F
= v gramatice G mame odvozeni S = ¢
= c€ L(G)

7 toho vyplyva, ze jazyk gramatiky G a automatu A sestrojeného dle vyse uvedeného postupu

jsou ekvivalentni. O

5.3 Vytvoreni regularni gramatiky podle kone¢ného automatu

Podivame se na opac¢ny smér — je dan konecny automat a méme sestrojit ekvivalentni regularni

gramatiku.

K| Véta 5.2 (Koneény automat — regularni gramatika)

Pro tridy jazyki generovangch requldrnimi gramatikami a rozpozndvanych konecnymi automaty

plati vztah
Z(REG) = Z(KA) (5.3)

>

V predchozi sekci jsme ukézali na pfikladu a nasledné dokazali, ze Z(REG) C Z(KA), zbyva
dokazat opacny smér: Z(REG) O £ (K A). Tim dokazeme ekvivalenci obou t¥id jazyki.

Postup konstrukce: Je ddn koneény automat A = (Q, X, d, qo, F'), nasim tkolem je sestrojit
regularni gramatiku G = (N, T, P, S) takovou, ze L(G) = L(A).

Nejdiiv si musime uvédomit, ze na regularni gramatiku jsou kladeny ponékud jiné pozadavky

nez na koneény automat:

e Pokud do jazyka patii slovo €, v gramatice potfebujeme pravidlo S — ¢, ale potom se S
nesmi nachazet na pravé strané zadného pravidla; jenze v automatu je to ,,volnéjsi* — v tomto
pripadé bude pocateéni stav patfit do mnoziny koncovych stavi, ale neni vyzadovano, aby
pak do néj nevedly zadné prechody (tj. muze se vyskytovat ,na pravé strané“ ptredpisu
prechodové funkce).

= Budeme pozadovat, aby v pfipadé, ze ¢ € L(A), do pocateéniho stavu nevedly zadné pre-
chody.

e Zatimco u gramatiky konéime defacto jednotné (ze zpracovavaného slova ,zmiz{“ netermi-

nal), u konecného automatu muze dojit k situaci, ze jsme sice v koncovém stavu, ale vstup
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=

jesté neni zpracovany — pak prosté pokracujeme dal (jinymi slovy — i z koncového stavu
mohou vést pfechody).

Pro zjednodusSeni mtzeme pozadovat, aby po tpravé mél automat pouze jeden koncovy stav
(s pfipadnou vyjimkou pocate¢niho stavu, jestlize do jazyka patii prazdné slovo) a z néj

nesmi vést zadné prechody.

Muzeme sice prosté pouzit presné opacny postup k tomu, ktery jsme si ukazali na predchozich

strankach, ale nejdriv musime vyfesit vyse jmenované odlisnosti a automat upravit takto:

1.

Pokud ¢ € L(A) a zérovenn do pocateéniho stavu vede nejméné jeden piechod, vytvofime
novy poc¢ateéni stav, ktery nahradi ten ptivodni na zacatku vypoctu (puvodni nechame, jen uz

nebude pocétecni). Z nového pocatecniho stavu povedou stejné prechody jako z ptivodniho.

. Pokud existuje vic koncovych stavii (nepoéitaje v to pocatecni stav) nebo sice jeden, ale

vedou do néj prechody, vytvofime novy stav, ktery prejme funkci puvodnich koncovych
stavit na konci vgpoctu (pavodni nechame, jen uz nebudou koncovymi stavy). Do nového

koncového stavu povedou stejné prechody jako do ptvodnich.

Poradi kroki je dulezité, protoze po provedeni prvniho kroku muzZe vzniknout dalsi koncovy stav,

ktery neni pocatecni a ptritom do néj vedou pfechody. VSechny tyto upravy jsou ekvivalentni, tj.

po jejich provedeni se nijak nezméni rozpoznavany jazyk (jen pozménime cesty v grafu automatu,

jejichz prochazenim jsou slova rozpoznavana).

Predpokladejme, ze predbézné tprava je jiz provedena. Dale postupujeme takto:

jako terminalni abecedu pouzijeme abecedu automatu: 7' = 3,

stavy pouzijeme jako netermindly, kromé koncového stavu (ozna¢me jej napiiklad X), jako
startovaci symbol pouZijeme pocatecni stav automatu,

mnozinu pravidel P zkonstruujeme podle prechodové funkce automatu:

pro §(A,a)> B (A—aB)eP

pro6(A,a) > X (A—a)eP

pokud je v jazyce automatu A prazdné slovo ¢, pak v mnoziné pravidel gramatiky G bude
pravidlo S — ¢,

ozna¢me koncovy stav automatu X; mnozina netermindli gramatiky je N = Q —{X}. O

Priklad 5.4

Je dan koneény automat A = ({q07 q1,492, q3}7 {a7 b}7 57 q0, {CI27 Q3})

5(q0.0) = {1} Alal b
5(q1,b) = {q0, 2} —q | @1
6(g2,a) = {q2} Qn q0, G2
(g2, ) = {g3} — @ | el @
(g3, a) = {g3} —q3 | g

Pocatecni stav neni v mnoziné koncovych stavi, tedy prvni bod predbézné tpravy nemusime

provadét, ale druhy bod ano — mame vic nez jeden koncovy stav a navic do obou téchto stavi

vedou pfechody.
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Nejdiiv automat upravime, abychom mohli pouzit postup pfesné opacny postupu prevodu
gramatiky na automat. Vytvofime novy stav X, ktery bude plnit roli ptivodnich koncovych stavi

g2 a g3, a to pouze na konci zpracovani slov (objevi se v posledni konfiguraci v posloupnosti

vypoctu).

A’ H a ‘ b
d(qo,a) = {q1} . - . 0 «
5(q1,b) = {q0, 42, X o 4 b b
5qu a)) :{{qz )2(} } N q0, G2, X 4,\_17/4’4’
5(qo,b) = {g3, X} @ | @X| ¢gX b ab .
(5((]3,0,) = {q3’X} q3 || a3, X @

Vysledna gramatika a jeji uprava (jen nahradime neterminaly velkymi pismeny, aby byla mnozina

pravidel prehlednéjsi):

G = ({QOaQI>Q2>Q3}> {a>b}v P, QO) G = ({S7A7B7C}7 {a7 b}7 P, S)
qo0 — aq1 S —aA

q1 —bgo | bg2 | b A—bS|bB|b

g2 —agz | bgs | a | b B—=aB |bC |alb

g3 —ags | a C—aCla

Jazyk gramatiky i automatu je

L(G) = L(A) = a(ba)*b + a(ba)*ba*(a + b+ ba*a)

Piiklad 5.5

Je dan kone(:n}'f automat A = ({QO7 q1,42, q3}a {CL, ba C}) 55 q0, {q()a QB})

5(qo,a) = {q1} A H a ‘ b ‘ c

6(q1,a) = {2} < qo || N1 bm aﬂ

(q1,0) = {qo, a1} Q| g2 | 9 0 4.—.‘1 . 4..6
0(q2,a) = {q2} @ | ¢ q3 v\b/
6(q2,¢) = {qs} — gs

Upravime automat, tentokrat musime fesit i pocatecni stav:

5(S,a) = {aq} e |o| ¢ G
K} , — q1
68?,; - ?qﬁ “ | o RS epyel
0(q1,b) = {qo0,q1, X'} Q|| @ | 0,01, X 74’4’
(5((]2,(1) _ {q2} q2 || 92 q3, X — 5 c
§(q2,c) = {g3, X'} a3 @

+~ X

Stav g3 se stava nadbyteénym, neexistuje zadna cesta vedouci od ného do koncového stavu, proto

jej mizeme odstranit a ve vysledné gramatice se nijak neprojevi.
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Vysledna gramatika a prevedeni neterminalt na velkd pismena:

G = ({S,q@,q.4}, {a,b,c}, P, S) G = ({S,A,B,C}, {a,b,¢}, P, S)
S—aq |e S —aB | ¢

qo — aqq A — aB

q1 — aga | bgo | bgr |b B —aC |bA|bB |b

g2 —agz | c C—aC|ec

Jazyk gramatiky i automatu je
L(G) = L(A) = (ab*b)* - (¢ + ab*aa*c)

Dukaz (Véta 5.2): Navazujeme na predchozi ditkaz — jeden smér ekvivalence méame dokazén,
je tfeba dokazat £ (REG) O Z(KA).

Dokazeme, ze vyse popsany algoritmus vytvori gramatiku generujici jazyk, ktery je rozpozné-
van danym automatem, tedy ze L(G) = L(A). Predpokladejme, Ze automat je upraven, je v tom
tvaru, jaky byl naznacen v postupu konstrukce.

Dokazujeme L(A) C L(G):
Vezméme jakékoliv slovo w € L(A), |w| > 1, oznaéme w = ajasy...a,, kde a; € ¥, 1 <i <n.
= d vypocet slova w v automatu A

(qo,a1a2...an) F (qr,a2...an) F ... F (gn-1,an) F (X,€)
= tomu odpovidaji pfedpisy v pfechodové funkci:

pro kazdy krok i, 1 <i<(n—1):

piedpisy 0(gi—1,ai) 3 ¢, ¢i-1,¢ € Q, a; € X
pro posledni krok (n) :
predpis 0(gn—1,an) 2 X, gn-1 €Q, ap € X
= pravidla gramatiky jsme tvofili podle pfechodové funkce, tedy existuji nasledujici:
pro kazdy krok i, 1 <i<(n—1):
ai...a;—1¢i—1 = a1 ...a;_1a;q; pravidlo ¢;_1 — a;q;, kde ¢;_1,q; € N, a1,...,a;, €T
pro posledni krok (n) :
a1 ...0p—1Gn—1 = @1 - ..Aap—10, pravidlo ¢,—1 — a,, kde g,—1 € N, a, €T
= v ( existuje odvozeni

o = a1q1 = A102G2 = ... = Q102 ... 0y = W

= w e L(G)

V pfipadé, ze € € L(A) a w = ¢ (tj. jw| = 0):

= v automatu A plati ¢y € F

= v gramatice G mame odvozeni gy = ¢

= c€ L(G)

Dokazujeme L(A) O L(G):

Vezméme jakékoliv slovo w € L(G), |w| > 1, ozna¢me w = ajas...a,, kde a; € T, 1 <i < n.
= J derivace slova w v gramatice G

go = a1q1 = a1a2q2 = ... = aiaz...a, = w (o délce n, n > 1)
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= tomu odpovida posloupnost pouzitych pravidel:
pro kazdy krok i, 1 <i<(n—1):
a1...04;-1¢i—1 = ai...a;—1a;q; pravidlo ¢;,_1 — a;q;, kde ¢;—1,¢; € N, a1,...,a; €T
pro posledni krok (n) :
ai...0n-19pn—1 = af ...an_10y pravidlo ¢,_1 — a,, kde g,_1 € N, a, € T
= tato pravidla jsme vytvorili podle téchto predpist v prechodové funkci:
pro kazdy krok i, 1 <i<(n—1):
piedpisy 0(gi—1,ai) 3 ¢, ¢i-1,¢ € Q, a; € X
pro posledni krok (n) :
predpis 0(gn—1,an) 2 X, gn-1 €Q, ap € X

= v A existuje posloupnost konfiguraci
(qo,a1az...an) F (qr,a2...an) b ...k (gn-1,a,) F (X,¢)
= we L(A)

V piipadé, ze € € L(G) a w = ¢ (tj. |lw| = 0):

= v gramatice G musi existovat odvozeni S = ¢ podle pravidla S — ¢
= v automatu A plati ¢y € F

= automat A pfijimé prazdné slovo

= c€L(A)

7Z toho vyplyva, ze jazyk automatu A a gramatiky G sestrojené dle vyse uvedeného postupu jsou

ekvivalentni. O



Kapitola

Bezkontextové gramatiky a jazyky

V této kapitole se budeme zabyvat jazyky patiicimi do tridy jazyki L(2) (resp. CF) v Chomského

hierarchii, tedy bezkontextovymi jazyky, a k nim ekvivalentnimi bezkontextovymi gramatikams.

6.1 Definice bezkontextové gramatiky

S bezkontextovymi gramatikami jsme se jiz seznamili v kapitole o formalnich gramatikich a Chom-

ského hierarchii, nicméné si definici pfipomeneme:

Definice 6.1 (Bezkontextova gramatika)

Gramatika typu 2 (bezkontextovd, context-free — CF') je gramatika, jejiz vSechna pravidla jsou

v tomto tvaru:
A—pB, A€eN, pe(NUT)* (6.1)

5| Poznamka:

V mnoha zdrojich se setkdme s mirné odliSnou definici bezkontextovych pravidel:

A— B, A€eN, pe(NUD)*, |B|>1, (6.2)
dale mize existovat pravidlo S — ¢, pokud je S startovacim symbolem gramatiky a zaroven se
nenachéazi pravé strané zadného pravidla.

Tato definice striktné zachovava dédéni vlastnosti v rdmci Chomského hierarchie (v8imnéte si
— je to defacto tataz definice jako u kontextovych gramatik, o kterych vime, Ze jsou ekvivalentni
nezkracujicim gramatikdm typu 1, az na to, Ze zde odstranujeme kontext).

Pozdéji si ukazeme, Ze obé tyto definice jsou navzajem ekvivalentni. K jakékoliv bezkontextové
gramatice lze sestrojit ekvivalentni nezkracujici bezkontextovou gramatiku (tedy bez e-pravidel
kromé pripadného pro startovaci symbol).

My se zde pridrzime volnéjsi verze, ve které lze pouzivat e-pravidla pro kterykoliv neterminalni
symbol, protoze pravé tento tvar je prakticky pouzitelnéjsi (vyuziva se napiiklad pii programo-

vani).

93
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5| Poznamka:

Je treba si uvédomit, ze k definici bezkontextové gramatiky ve skutecnosti patii také souvisejici
definice, které plati pro gramatiky obecné — relace kroku odvozeni, reflexivni a tranzitivni uzaver
této relace, jazyk generovany gramatikou, vétna forma, véta.

Tyto definice jsou uvedeny v kapitole o formalnich gramatikach od strany 70 (staci jen v pro-

biranych pravidlech uvést na levé strané jediny neterminal misto fetézce).

Piiklad 6.1

Ukazeme si gramatiku generujici tento jazyk:
L, = {wwR ; w € {a, b}*}

Jak vidime, slova tohoto jazyka jsou vSechny mozné palindromy nad abecedou {a,b} (palin-
drom je fetézec, ktery se ¢te zleva doprava stejné jako zprava doleva). Gramatika generujici tento
jazyk je jednoduchd, vystacime si s jedinym neterminalem:

G1 = ({S},{a,b}, P,S), kde mnozina P obsahuje pravidla S — aSa | bSb | e
Ukézka derivace:
S = aSa = abSba = abbSbba = abbbba

Tato gramatika méa dokonce pouze linedrni tvar pravidel (to vSak nevadi, vime, Ze kazd4 linearni

gramatika je zéroven gramatikou bezkontextovou).

Priklad 6.2

Vytvoiime bezkontextovou gramatiku generujici tento jazyk:
Ly = {a"b™c" ; m,n > 0}

Tento jazyk ma s predchozim jedno spolecné — jeho slova sice nejsou palindromy, ale prvni
a posledni éast slova maji shodny pocet prvki (i kdyz odlisnych). Také se bude jednat o gramatiku
s lineadrnimi pravidly.

Pfi navrhu gramatiky se vzdy zamyslime nad tim, co ma byt ,,synchronizovano®“ — zde je tfeba
zajistit, abychom méli stejny pocet symboli a na za¢atku jako symbolid ¢ na konci. Synchronizaci
zajistime tak, ze v rdmci jediného pravidla generujeme jeden symbol a a zaroven jeden symbol c.
G2 = ({S, A}, {a,b,c}, P,S), kde mnozina P obsahuje pravidla
S —aSc | aAc
A—=DbA|D

Ukéazka derivace:
S = aSc = aaAcc = aabAcc = aabbAcc = aabbbce

Piiklad 6.3

Tteti jazyk je nasledujici:
Ly ={0"1"; 1<n<m}
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Slova jazyka vypadaji zdanlivé jednoduse — nejdiiv symboly 0 a pak symboly 1. Dilezita
je vsak podminka, kterd fikd, Ze pocet nul ma byt mensi nebo roven poctu jednicek. Splnéni
podminky zajistime tak, ze nejdiiv v rekurzivnim pravidle generujeme nuly a jednicky tak, ze jich
je stejny pocet, a pak v prostfedni ¢asti muzeme pridat dalsi jednicky.

Gs = ({A},{0,1}, P, A), kde mnozina P obsahuje pravidla
A — 0A1] A1 01

Ukézka derivace:
A= 041 = 0411 = 00111

Priklad 6.4

L4 je jazyk matematickych vyrazi obsahujicich

e cela disla,
e operatory +, x (bez ohledu na prioritu),
e zavorky.
Gramatika generujici tento jazyk je
Gy = ({E}, {n,+,%,(,)}, P, E), kde mnozina P obsahuje pravidla
E—-E+E|ExE|(E)|n
Ukézka derivace:
E=FExE=FE+E«E=n+ExE=n+(E)xE=n+ (E)*n=n+(n)*n

Piiklad 6.5

L5 je jazyk matematickych vyrazi obsahujicich

e celd disla,
e operatory +, —, *, /, tentokrat s ohledem na priority operator,

e zavorky.

Gramatika generujici tento jazyk je

Gs = {E,F,G},{n,+,—,%,/,(,)}, P, E), kde mnozina P obsahuje pravidla
E—-FE+F|E-F|F

F—-F«G|F/G|G

G—(E)|n

Ukézka derivace:
E=F=F+G=G+xG=(E)xG=(E+F)«xG=(F+F)«xG=(G+F)«xG=
=n+F)«G=n+G)*G=(n+n)*xG= (n+n)xn

Tento jazyk se po urcité upraveé pouziva jako zaklad pro syntaktickou analyzu béznych programo-

vacich jazykd.
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6.2 Derivacni strom

Derivacni strom slova generovaného v dané gramatice je grafickjm znazornénim derivace tohoto

slova.

Definice 6.2 (Deriva¢ni strom)

Derivacni strom dané€ derivace slova v gramatice G = (N, T, P, S) je usporddany kotenovy strom

(tj. souvisly acyklicky graf), jehoZ uzly jsou ohodnoceny symboly z mnoZiny N UT U {e} a plati:
e vsechny uzly kromé korene maji jednoho predchudce, koren nemd Zadného,

e pokud je néktery uzel ohodnocen symbolem A, jeho ndslednici po vadé symboly ay, as, ...

an, pak v mnoziné pravidel P gramatiky existuje pravidlo A — aqas . .. an,

e jestlize uzel ohodnoceny symbolem A md jediné€ho naslednika ohodnoceného symbolem e, pak

v P ezistuje pravidlo A — ¢,

e koten stromu je ohodnocen S, listy jsou ohodnoceny symboly z mnoziny T U{e}, ostatni uzly

jsou ohodnoceny symboly z mnoziny N.

V kazZdém kroku vytvdreni derivacniho stromu tvori listy vétnou formu v gramatice.

Priklad 6.6

Vytvorime derivacni strom k jedné z derivaci slova n 4+ n*n v gramatice, se kterou jsme se setkali
v jednom z predchozich prikladi:

Gy = ({E}, {n,+,%,(,)}, P, E), kde mnozina P obsahuje pravidla

E—-FE+E|ExE|(E)|n

Jedna z moznych derivaci:
F=FEFxEF=F+FExE=n+FExE=n4+n«FE=n+nxn

Budeme postupné vytvaret derivacni strom této derivace:

po 1. kroku: po 2. kroku: po 3. kroku: po 4. kroku: po 5. kroku:
FE E E E E
N I |
E 4+ FE E + B E 4+ B E + E n
) Voo Lo
E

Pokud v jakékoliv fazi konstrukce deriva¢niho stromu pfecteme obsah (momen-
@) talnich) listt stromu zleva doprava, ziskame vétnou formu, kterd je v této fazi
m konstrukce v derivaci. Naptiklad po druhém kroku (divame se na druhy obrazek

vyse, ptipadné vlevo) vyéteme z listti tohoto ,ministromu® fetézec E + E * E,

coz je také vétna forma vytvorena po druhém kroku derivace.
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6.3 Nezkracujici bezkontextova gramatika

Nezkracujici bezkontextova gramatika je takova bezkontextovd gramatika G = (N, T, P, S), kde
mnozZina pravidel P bud neobsahuje zadné e-pravidlo, nebo existuje jediné e-pravidlo S — ¢

a zarovenn S neni na pravé strané zadného pravidla.

Definice 6.3 (Nezkracujici bezkontextova gramatika)

Nezkracugici bezkontextovou gramatikou je takovd gramatika G = (N, T, P, S), jejiz vSechna pra-

vidla jsou v tomto tvaru:
A—a, Ja/>1, AeN, ac(NUT)* (6.3)

Ddle muze existovat pravidlo S — ¢, pokud je S startovacim symbolem gramatiky a zdroven se

Jak vidime, tato definice je velmi podobné definici nezkracujici gramatiky typu 1 (az na to, ze zde

nenachdzi pravée stran€ Zddnéeho pravidla.

je tfeba mit na levé strané pravidla pouze jeden netermindl, nikoliv Fetézec obsahujici neterminal).

#&| Véta 6.1 (Pievod na nezkracujici gramatiku)

Necht G je bezkontextovd gramatika. Pak existuje bezkontextovd gramatika G’ nezkracujici takovd,

e L(G') = L(G).

>

Postup konstrukce (Intuitivni metoda): Je déana bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S).
Chceme sestrojit k ni ekvivalentni nezkracujici gramatiku G’ = (N', T, P, §"). Nejdfiv si ukdzeme
postup, jak upravit pravidla tak, abychom mohli odstranit e-pravidlo pro jakykoliv jiny neZ star-

tovaci symbol. Postupujeme nasledovné:

1. Najdeme e-pravidlo — pfedpoklddejme, Ze to je A — ¢ pro néjaké A € N. Pak pro vSechna
pravidla gramatiky, ktera maji na pravé strané nejméné jeden symbol A:
B — apAaiAasAag ... Aay—1Aay,  (pfesné n vyskyti A v pravidle)

pridame do mnoziny pravidel tato nova pravidla:

e vynechame jeden vyskyt symbolu A:
B — ag a1 AasAas ... Aoy, 1 Aay,
B — agAay agAas ... Ao, 1Aay,

B — agAajAasAas ... Aap—1 o

e vynechame dva vyskyty symbolu A:
B — ap a1 agAagz. .. Ao,_1Ao,
B — ag a1Aas a3 ... Aay,—1 Aoy,

B — OzoAOzlAOQAOég coe Op—1 Qp
o atd.
e vynechdme vSechny vyskyty symbolu A:

B—agaiaraz ... ap_1 ap



KAPITOLA 6 BEZKONTEXTOVE GRAMATIKY A JAZYKY 98

2. Odstranime pravidlo A — ¢.

3. Vratime se k bodu 1.
Je tieba si uvédomit, ze odstraiovanim neterminalt na pravych stranach pravidel mtizeme ve
snaze o odstranéni jednoho e-pravidla nechténé vyrobit dalsi e-pravidla. Proto je tfeba postup

provadét rekurzivné tak dlouho, dokud v gramatice existuji e-pravidla.

Nyni se zaméfime na ptipad, kdy v jazyce generovaném gramatikou je prazdné slovo, a tedy
mame pravidlo S — €. V tomto pfipadé postupujeme stejné jak je popsano vyse, ale navic musime
zajistit, aby v jazyce gramatiky ztistalo prazdné slovo (potiebujeme e-pravidlo pro startovaci sym-
bol) a zaroven aby se startovaci symbol gramatiky nenachdzel na pravé strané zadného pravidla.

Piedpokladejme tedy, ze ¢ € L(G), a jiz jsme odstranili vSechna e-pravidla tak, jak je po-
psano vyse (i pravidlo S — ¢). Mezivysledkem je gramatika G’ = (N, T, P’, S). Potom vytvofime
gramatiku G” = (N U{S’}, T, P",5’) tak, ze:

e piiddme novy startovaci symbol S’ (nové pfidany, tedy S’ ¢ N),

e piiddme pro tento symbol dvé pravidla: S’ — S | € (pfi generovani neprézdnych slov se
napojime na vypocet v ptivodni gramatice a pfiddme moznost vygenerovéani prazdného slova)
— tim zajistime, Ze bude existovat e-pravidlo pro startovaci symbol, ale zaroven startovaci
symbol nebude na pravé strané zadného pravidla:
P'=PU{S = S|e} O

Piiklad 6.7

Je dana bezkontextova gramatika:
G=({S,A,B}, {a,b,c}, P, S)
S — aAB | aBbBc | a
A—aA|bS|a

B —bBA|bb|e

V této gramatice mame jediné e-pravidlo — B — €. To chceme odstranit.

Vezméme si derivaci
S=aAB=aA= ...
V této derivaci jsme v druhém kroku pouzili pravé to pravidlo, které chceme odstranit. Potfebu-
jeme, aby po odstranéni tohoto pravidla bylo mozné derivaci téhoz vystupu provést také, proto
musime upravit mnozinu pravidel, aby to bylo mozné.

Pokud pfidame nové pravidlo S — aA (coz znamend, Ze na fetézec na pravé strané pravidla
S — aAB jsme ,uplatnili“ pravidlo B — ¢), pak bude existovat obdoba vyse uvedené derivace:
S=aA= ...
MozZnym Tesenim je tedy ,uplatnéni“ pravidla, kterého se chceme zbavit, na pravych stranach

pravidel. V nasem pfipadé tedy upravime gramatiku nasledovneé:

G = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, S) Pifidand pravidla jsou zndzornéna ¢ervené.
S — aAB | aA | aBbBc | abBe | aBbc | abe | a
A—aA|bS|a

B — bBA | bA | bb
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Intuitivni postup ukézany na predchozim piikladu ma jednu vadu — odstranénim jednoho e-pra-
vidla mohou vzniknout dalsi e-pravidla. To je sice mozné fesit opakovanym pouzitim postupu, ale
predevsim u rozsahlejsich gramatik se tim vystavujeme vétsimu nebezpeci ,,spachani chyby“.
Deterministicky (tj. koneény a jednoznacény) exaktni postup si ukdzeme v nasledujicim postupu
konstrukce. V ném se jedna predevsim o to, jak urcit vSechny netermindly, které lze (po rtizném
po¢tu krokt) pfepsat na e, tuto informaci pak déle vyuzijeme stejnym zpusobem jako u intuitivni
metody (budeme na pravych stranidch pravidel postupné vynechavat rtizné permutace/variace s

opakovanim symboli majicich tuto vlastnost).

Postup konstrukce (Itera¢ni exaktni metoda): Je déna gramatika G = (N, T, P,S).
Chceme sestrojit k ni ekvivalentni nezkracujici gramatiku G’ = (N, T, P’,S’). Podobné jako
v predchozim popisu konstrukce, i zde budeme nejdiiv odstranovat e-pravidla bez ohledu na to,
zda se jednd o startovaci symbol (tj. pokud ¢ € L(G), docasné toto slovo z jazyka odstranime),
a pak vyfesime ptridani prazdného slova, pokud do jazyka ma patfit.

Vytvofime mnozinu N, coz je mnozina vSech netermindld, které lze (po jakémkoliv pocétu

krokt) pfepsat na e. Tuto mnozinu budeme tvofit iterativnim postupem.

e Jako bazi pouzijeme prazdnou mnozinu:

Ng,O = @

e V prvnim kroku iterace pfiddme vSechny netermindly, pro které existuje e-pravidlo:
Nep=NegU{X €N; (X ) € P} =NgU{X EN; (X >a)€P, ac Ny}
(uvédomte si, ze (* = {e})

e V dalsich krocich postupujeme podle tohoto schématu:

Nei=Neg i U{X EN; (X >a)€P, ac N

e Pokud N, ; = N, ;1 = N¢, kon¢ime, mdme mnozinu vSech netermindld, které lze po né¢jakém
poctu kroki piepsat na ¢.

Slovné: V kazdém kroku (kromé béaze) pfidavame vSechny neterminély, které 1ze pfepsat na fetézec
skladajici se pouze z téch neterminald, které jsme do mmnoziny pridali v pfedchozich krocich.
V prvnim kroku jde pfimo o netermindly, pro které existuji e-pravidla, v druhém kroku pfidame
netermindly s pravidlem, kde na pravé strané jsou pouze neterminaly, pro které existuji e-pravidla,
atd.

Mnozinu N pouzijeme stejné jak je naznaceno v intuitivnim postupu konstrukce — pridavame

nova pravidla podle ptuvodnich pravidel, ve kterych postupné vypoustime rtizny pocet a rizné

kombinace neterminali umisténych v mnoziné N.. Pokud vznikne e-pravidlo, ignorujeme je.

Zbyva dotesit pripad, kdy v jazyce generovaném gramatikou je prazdné slovo (to pozname
podle toho, Ze se do mnoziny N, dostane startovaci symbol). Postupujeme stejné jako v pfedchozim
popisu konstrukce.

Piedpokladejme tedy, ze ¢ € L(G), a jiz jsme odstranili vSechna e-pravidla tak, jak je po-
pséno vyse (i pravidlo S — ¢). Mezivysledkem je gramatika G’ = (N, T, P', S). Potom vytvofime
gramatiku G” = (N U{S’}, T, P",5’) tak, ze:

e priddme novy startovaci symbol S’ (nové pfidany, tedy S’ ¢ N),

e piiddme pro tento symbol dvé pravidla: P = P'U{S" — S| ¢} O
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Priklad 6.8

Postup si ukdzeme na stejné gramatice, ktera byla v predchozim pfikladu:
G = ({S,A,B}, {a,b,c}, P, 5)

S — aAB | aBbBc | a

A—aA|bS|a

B —bBA|bb|e

Vytvofime mnozinu netermindli, které lze po né¢jakém poctu krokt pfepsat na e.
Neo=10
N.1=0u{B}={B}
N.o={B}UD={B}=N.1=N.
Tady to bylo jednoduché, zadna zvlastni rekurze neni nutna. Mnozina je jednoprvkova, proto
v pravidlech postupné vypustime rtizné pocty a umisténi symbolu B:
G' = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, S)
S — aAB | aA | aBbBc | abBe | aBbc | abe | a
A—aA|bS|a
B — bBA|bA | bb

Piiklad 6.9

Nyni postup vyzkousime na gramatice, kde jiz k rekurzi dojde. Navic v jazyce gramatiky je také
prazdné slovo, coz neni na prvni pohled vidét.

G = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, 5)

S —aBA | BB | ac

A— BS|aA|a

B —bB|aA|e

Sestrojime mnozinu neterminala prepsatelnych na e.
Neo=10
N.1=0U{B}={B}
N.o ={B}U{S}={B, S} (pravidlo S — BB)
N.3={B,S}U{A}={B,S, A} (pravidlo A — BS)
Ney={B,S,A} U0 ={B,S,A} = N.3 =N,
Ted nas ¢ekd pridavani novych pravidel — v pravidlech postupné vypoustime rizné variace
(s opakovanim) neterminald, které jsme ziskali v mnoziné V. (v tomto pfipadé vSech netermindald).
Zatim se nejednd o vysledek, pro gramatiku G’ zatim plati L(G’) = L(G) — {e}.
G' = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)
S —aBA|aA|aB|a|BB|B|ac
A—BS|S|BlaA|a (pravidlo A — a nemusime pfidévat, uz tam je)
B —bB|blaA|a
Protoze je v mnoziné N. startovaci symbol S, znamena to, Ze do jazyka gramatiky patii

prazdné slovo. Proto je tfeba provést jesté jednu tpravu:
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G"=({9,S,A, B}, {a,b,c}, P, 5
S'— S e

S —aBA|aA|aB|a|BB| B |ac
A—BS|S|BlaA|a

B —bB|b|laA|a

Dukaz (Véta 6.1): Je zfejmé, Ze vysledna gramatika je nezkracujici (protoze neobsahuje
zaddné e-pravidla). Ukdzeme, Ze zmény, které jsme v gramatice provedli, jsou ekvivalentni, tj.
neméni jazyk generovany gramatikou.

Nejdfiv probereme piipad, kdy ¢ ¢ L(G). Vychazime z gramatiky G = (N, T, P, S) a sestro-
jend gramatika je G’ = (N, T, P, S).
Dokazujeme L(G) C L(G'):
Zde si staci uvédomit, ze misto e-pravidel jsme do gramatiky zafadili pravidla odpovidajici ptivod-
nim pravidlim gramatiky, kde jsme odstranili jednotlivé neterminaly pfepsatelné na € v rtiznych
kombinacich, ¢imz jsme simulovali pouziti e-pravidla na Tetézec, jehoz podfetézcem je prava strana
nékterého puvodniho pravidla. Disledkem je dokonce mozné zkraceni derivace.

V kazdém pripadé ke kazdé derivaci v gramatice G dokazeme sestrojit ekvivalentni derivaci
téhoz slova v gramatice G'.
Dokazujeme L(G) 2 L(G'):
V mnoziné pravidel gramatiky G’ mame kromé piivodnich neepsilonovych pravidel nova pravi-
dla, ktera vsak respektuji ptivodni pravidla v kombinaci s jiz odstranénymi e-pravidly. Tedy pro

kteroukoliv derivaci v gramatice G’ dokdzeme sestrojit ekvivalentni derivaci téhoz slova v G.

Zbyva ptipad, kdy ¢ € L(G). Pokud ¢ € L(G), pak podle vyse uvedeného postupu méame
vyslednou gramatiku G = (N U{S"'}, T, PPU{S" — S|}, 9.

Pro derivace slov w € L(G) takovych, ze |w| > 1, plati totéz co v predchozi ¢asti dikazu, jen
je odvozeni o jeden krok delsi:
S'=S=*w

Zaméime se tedy na vygenerovani slova e. V gramatice G” pouZzijeme derivaci S’ = ¢, tedy
e € L(G"). Proto jestlize ¢ € L(G), pak € € L(G").

Jestlize ¢ € L(G"), pak existuje pravidlo S” — ¢ a to se do mnoziny P” dostalo jen tehdy,
pokud S € N.. Do mnoziny N, se S dostalo jen tehdy, pokud v G existuje derivace S =* ¢, a tedy
e € L(G). Proto pokud ¢ € L(G"), pak také ¢ € L(G). 0

6.4 Redukovana gramatika

Podobné jako jsme redukovali koneény automat, méizeme redukovat také bezkontextovou grama-
tiku. Budeme odstratiovat nadbytecné symboly (ze kterych nelze vygenerovat zadné terminalni

slovo) a nedostupné symboly (nenachazeji se v zadné derivaci ze startovaciho symbolu).
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Definice 6.4 (Nadbytecny neterminal)
X € N je nadbytecny neterminal v gramatice G = (N, T, P, S), pokud neezistuje Zidné termindlni
slovo, ktere lze z tohoto symbolu vygenerovat, tj. neexistuje derivace

X="w, wel” (6.4)

Nadbytecné symboly jsou jen netermindlni (z terminélniho symbolu nic negenerujeme, ani termi-

nalni slovo). Naproti tomu nedostupné mohou byt jak neterminély, tak i terminaly:

Definice 6.5 (Nedostupny symbol)
Symbol X € (NUT) je nedostupny v gramatice G = (N, T, P, S), jestlize se nemize objevit v Zadné
vétné formé, tj. neexistuje derivace

S="aXpB, «apfe(NUT)" (6.5)

Definice 6.6 (Redukovana gramatika)

Bezkontextovd gramatika G = (N, T, P,S) je redukovand, pokud neobsahuje Zdadné nadbytecné

a nedostupné symboly.

Odstranujeme nejdiiv nadbytecné neterminély a az potom nedostupné symboly.

6.4.1 Odstranéni nadbytec¢nych neterminalia

#&| Véta 6.2 (Odstranéni nadbyteénych neterminali)

Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje gramatika bez nadbytecnyjch netermindli G’ takovd,
Ze L(G) = L(G").

Postup konstrukce: Zde pouZijeme iterativni metodu — sestrojime mnoZinu netermindld E .,
ze kterych lze vygenerovat terminalni fetézec. Nadbytecné neterminaly jsou pak ty, které do
této mnoziny nepatii. Pivodni gramatiku ozna¢ime G = (N, T, P, S), sestrojime gramatiku bez
nadbyteénych neterminald G’ = (N', T, P', S).
e Jako bézi pouzijeme mnozinu terminalnich symbolt (z vysledné mnoziny je pak odstranime):
Ey=T
e V prvnim kroku iterace pridame vSechny netermindly, pro které existuje terminalni nebo
e-pravidlo:
Ei=FEyU{XeN; (X—a)eP,acT'}=EU{XeN; (X —»a)eP, ac Ej}
e V kazdém dalsim kroku iterace pridavame dalsi netermindly, pro které existuje pravidlo, na
jehoz pravé strané jsou pouze symboly zarazené do mnoziny v predchozich krocich:
Ei=FE U{XeN; (X—>a)ecP, acEf |}
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e Pokud se uz mnozina neméni (neni co pridat), konc¢ime:
E;=FE; 1= Eg

V mnoziné E4.; mame pouze takové symboly, ze kterych je mozné vygenerovat terminalni slovo
(prézdné slovo je taky terminalni).

Stanovime novou mnozinu netermindli: N’ = N NEgep. Nova mnozina pravidel bude obsahovat
pouze ta pravidla, kterd maji na levé a pravé strané pouze symboly z mnoziny Egef:
P’:{(A—mz)éP;AeEdeﬁaeE;ef} O

Priklad 6.10

V nasledujici gramatice odstranime nadbytecné symboly:
G=({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, S)

S — aAbC | ¢

A—aA|Cec

B — ¢B|dD

C—cB|aA|b

D — Bd

PouZijeme vySe uvedeny iterativni postup a sestrojime mnozinu Fy.s. Pak ur¢ime novou mno-
zinu neterminali a novou mnozinu pravidel.
Ey=T ={a,b,c,d} (baze iterace)
Ey ={a,b,c,d,S,C} (podle S — ¢, C' —b)
Ey ={a,b,c,d,S,C, A} (podle A — Cc)
E3 = FEy = FEgef
Nové mnozina neterminédla je N’ = {S, A, B,C,D} N{a,b,c,d,S,C, A} = {S, A,C}. Nova
mnoZina pravidel P’ bude obsahovat pouze ta pravidla, kterd maji na levé i pravé strané pouze
symboly z mnoZiny FE 4y, tedy celd vysledna gramatika vypada takto:
G' = ({S,A,C}, {a,b,c,d}, P, S)
S — aAbC | ¢
A—aA|Cec
C—aAld

15>

Poznamka:

Co by to znamenalo, kdyby v mnoziné Eg.f nebyl startovaci symbol gramatiky? Znamenalo by to,
Ze v gramatice nelze vygenerovat zadné slovo. Z jednotlivych netermindld sice mtize byt mozné
néjaké terminalni slovo ziskat, ale vime, Ze kazda derivace musi zacinat startovacim symbolem.

Jazyk takové gramatiky by byl prazdna mnozina.
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6.4.2 Odstranéni nedostupnych symbolu

Véta 6.3 (Redukce gramatiky)

Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje redukovand gramatika (bez nadbytecnych a nedostup-

nych symboli) G' takovd, Ze L(G) = L(G').

>e

Odstranénim nadbyteénych symboli jsme se zabyvali v pfedchozim textu, zbyva popsat postup

odstranéni nedostupnych symboli.

Postup konstrukce: Opét pouzijeme iterativni metodu — sestrojime mnozinu symbolt, které
jsou dostupné (vyskytuji se v nékteré vétné formé v derivaci ze startovaciho symbolu). Nedostupné
symboly jsou ty, které do této mnoziny nepatfi. Piivodni gramatiku oznac¢ime G = (N, T, P, S),
sestrojime gramatiku G’ = (N, T, P, S).
e Jako bazi pouzijeme mnozinu obsahujici startovaci symbol gramatiky:
So = {5}

e V prvnim kroku iterace pfiddme vSechny symboly z pravé strany pravidel pro startovaci
symbol, protoze pravé tyto symboly jsou dostupné ze startovaciho jednim krokem:
S1=5SU{Xe(NUT); (S—a)eP, |alx > 1}

=S5U{Xe(NUT); (A—=a)eP, A€ Sy, |aojx >1}
e V kazdém dalsim kroku iterace pfiddvame dalsi symboly, které jsou v jednom kroku dosazi-
telné ze symbolt mnoziny z pfedchoziho kroku:
Si=8S1U{Xe(NUT); (A—a)e P, Ac Si_1, |a|x > 1}
e Pokud se uz mnozina neméni (neni co pfidat), konéime:
Si = Si—1 = Saef
V mnoziné Sy, mame pouze takové symboly, které jsou dostupné ze startovaciho symbolu.
Stanovime novou mnozinu netermindli a terminali: N = N N Sge, 7' = T N Sgep. Nova
mnozina pravidel bude obsahovat pouze ta pravidla, kterd maji na levé a pravé strané pouze
symboly z mnoziny S gef:
P'={(A>a)eP; A€ Suy, acSiyl 0

Priklad 6.11

Druhou ¢&st redukce (odstranéni nedostupnych symboli) si ukdZeme na této gramatice:
G=({S,A,B,C}, {a,b,c}, P, S)

S—aA|bB|c

A—cS|aA

B —-bB|cAB|b

C—aAl|b

Sestrojime mnozinu 4. Pak uréime novou mnozinu neterminald, terminalt a pravidel.
S() == {S } (béze)
S1={S,a,A,b,B,c} (na pravych stranach pravidel pro symbol 5)
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So ={S,a,A,b,B,c,b} (podle pravidel pro A a B)
S3 = 52 = Syef
Nova mnozina neterminalt je N N Sqer = {S, A, B,C} N {S,a,A,b,B,c,b} ={S, A, B}, nova
mnozina terminalt je 7' N Sger = {a,b,c} N {S,a,A,b,B,c,b} = {a,b,c} (zde se nic neméni).
Mnozina pravidel P’ bude také protiidéna, vysledna gramatika je nasledujici:
G' = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)
S—aA|bB|c
A—cS|aA
B —bB | cAB|b

Dukaz (Véta 6.3): To, ze vysledkem dvou vyse uvedenych postupt je redukovana gra-
matika (tedy Ze odstranuji nadbyteéné a nedostupné symboly), plyne ze samotného postupu —
do mnoziny Egs se dostanou pouze ty symboly, ze kterych lze (koneénym pocétem kroki) vyge-
nerovat termindlni fetézec, do mnoziny Sy fadime pouze ty symboly, které lze vygenerovat ze
startovaciho symbolu (opét po koneéném poétu kroki).

Algoritmy jsou také kone¢né, pocet kroki iterace (fazeni prvki do mnozin) je vzdy maximalné

takovy, kolik je prvkd v mnoziné N, resp. N U T, coz jsou konec¢né mnoziny.

Zbyva dokazat ekvivalenci jazyka puvodni a vytvorené gramatiky. Ozna¢me G = (N, T, P, S)
ptvodni gramatiku, dale G’ = (N',T, P’,S) gramatiku po odstranéni nadbytecnych symbold,
G" = (N",T", P",S) vyslednou redukovanou gramatiku.

Dokazujeme L(G) C L(G'):

Vezméme jakékoliv slovo w € L(G).

= existuje derivace slova w v gramatice G: S =* w

= vSechny netermindly ve vétnych forméach této derivace patii do Egef
(mtzeme si predstavit, ze obsah Fg.f tvoiime takto:
* prochézime rizné mozné derivace proti smeru odvozovani od véty w na konci derivace,
* do E4ef Fadime vSechny symboly, které v prochazenych vétnych formach najdeme)

= vSechny symboly nachazejici se ve vétnych formach derivace S =* w patii do Egef

A viechna pravidla v derivaci pouzitd patii do mnoZiny P’
= derivace S =* w existuje i v gramatice G’
= we L(G)

Dokazujeme L(G") C L(G"):
Tato ¢ast dikazu bude podobna. Vezméme jakékoliv slovo w € L(G").
= existuje derivace slova w v gramatice G': S =* w
= vSechny symboly ve vétnych formach této derivace patii do Sgef
(mtiZzeme si predstavit, Ze obsah Sge tvorime takto:
* prochazime rtizné mozné derivace ve sméru odvozovdni od symbolu S,
* do Sger fadime vSechny symboly, které v prochazenych vétnych formach najdeme)
= vSechny symboly nachazejici se ve vétnych formach derivace S =* w patii do Sgef

A vSechna pravidla v derivaci pouzitd patfi do mnoziny P”
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= derivace S =* w existuje i v gramatice G”

= we L(G")

Dokazujeme L(G) 2 L(G") 2 L(G"):

Obé inkluze plati, protoze v obou postupech jsme pravidla pouze vyrazovali, zadné nové pravidlo
jsme nepfidali. Proto pokud pro (jakékoliv) slovo w € T™* existuje derivace v gramatice G”, pak

stejnd derivace existuje i v G’ a v G.

Tim jsme dokézali ekvivalenci gramatik G, G’ a G” a korektnost a uplnost postupu redukce

gramatiky. O

Priklad 6.12

Ukézeme si, proc¢ je tfeba nejdfiv odstranit nadbytecné a az potom nedostupné symboly.
G=({S,A,B}, {a,b,c}, P, S)

S —Aal|a

A — ABc

B —=bB|b

V prvnim sloupci néasledujici tabulky je spravny postup (nejdfiv odstranime nadbyteéné a pak

nedostupné symboly), v druhém Spatny postup (kdy tyto dva algoritmy zaménime).

’ Spravné: H Spatné:

Eo=T So = {5}

Er = EoU{S, B} S1 = SoU{4,a}

Ey, = Fy, N'={S,B} Se = S1U{B,c}

Proni iprava: S3 = So U {b}

G' = ({S,B}, {a,b}, P', S) Sy =83, N'={S, A, B}

S—a Proni uprava:

B—bB|b G' = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, S)

So = {5} S— Aala

S1 = SoU{a} A — ABc

Sy =81, N" ={S} B —bB|b

Druhad uprava: Ey=T

G" = ({S}, {a}, P", 5) Ei = By U{S, B}

S—a Ey=FEy, N" ={S, B}
Druhd uprava:
G" = ({S, B}, {a,b}, P", S)
S —a
B—=bB|b

Jak vidime, po tpravach v druhém sloupci ndm v gramatice ztistal neterminal B, ktery je ve

skutec¢nosti nedostupny ze startovaciho symbolu.




Kapitola

Zasobnikovy automat

V této kapitole se budeme zabyvat zdsobnikovymi automaty, ktery jsme si strucné popsali jiz na za-
catku semestru. Po definici zdsobnikového automatu se budeme zabyvat jeho nekterymi vlastnostmi

a vztahem k bezkontextovym gramatikdm.

7.1 Definice zasobnikového automatu

Jak vime, zdsobnik je dynamicka struktura podobna fronté nebo seznamu, kterd se pouziva
stylem LIFO (Last-in First-out): ten prvek, ktery jsme vlozili jako posledni, jako prvni vyjmeme.
Zasobnikovy automat ziskame tak, Ze konecny automat obohatime o zasobnikovou péasku

a zajistime, aby byl vypocet fizen predevsim obsahem zasobniku. Tento model pracuje takto:

e vyjme symbol na vrcholu zasobniku,
e miiZe nebo nemusi precist symbol ze vstupni pasky, pokud precte, posune se o pole dal,
e dale se rozhoduje podle

— svého vnitfniho stavu,
— symbolu, ktery vyndal ze zasobniku,
— pokud cetl ze vstupni pasky, pak i podle pfecteného symbolu,

e ¢innost automatu v jednom kroku spocivé v prechodu do nékterého dalsiho stavu a v ulozeni

fetézce znakt do zasobniku.

Definice 7.1 (Zasobnikovy automat)
Zasobnikovy automat je uspofddand sedmice A = (Q,%,T, 6, qo, Zo, F), kde je

Q ... neprdzdnd konecnd mnoZina stavi

> ... neprdazdnd konecénd abeceda automatu

' ... neprdzdnd konecnd zdsobnikovd abeceda

6 ... prechodovad funkce, definovand nize

qo ... pocatecni stav, qy € QQ

Zy ... pocdtecni zdasobnikovy symbol, Zy € T’

F ... mnozina koncovych stavi, F C Q (miZe byt i prazdnd)

107
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Pfechodova funkce § zdsobnikového automatu A = (Q, 3,1, 0, qo, Zo, F') je definovdna takto:
0: @Qx(XBU{e}) xI' = QxTI* (zdpis pomoci mnoZin)
q,a,2)> (r,y), kdeq,re@, ac(XU{e}), ZeT', yeI™ (symbolicky zdpis)

Zasobnikovy automat je obecné nedeterministicky. Oproti koneénému automatu mame navic za-

sobnikovou abecedu, pocatecni zasobnikovy symbol a bohatsi prechodovou funkci.

I¥"|  Poznamka:

Pocatecni zasobnikovy symbol mtzeme brat jako ,zardzku“ na dné zasobniku. Je to obdoba

ukazatele null (pfip. nil) v dynamickych datovych strukturach programovacich jazyki.

Definice 7.2 (Konfigurace, pocate¢ni a koncova konfigurace)

Konfigurace zdsobnikového automatu A = (Q, 2,1, 0, qo, Zo, F') je usporddand trojice (q,w,~), kde
q€Q, weX* (neprectend cdst vstupni pasky) a v € T'* (momentdlni obsah zdsobniku,).

Pocate¢ni konfigurace je konfigurace (qo, wo, Zy), kde qo je poédtecni stav automatu, wy je celé

Na zacatku vypocétu tedy mame na vstupu celé slovo, za¢indme v pocateénim stavu a v zasob-

zpracovdvané slovo a Zy je pocdtecni zdasobnikovy symbol.

niku mame pouze pocatecni zasobnikovy symbol. Definice koncové konfigurace zavisi na typu

zasobnikového automatu, definujeme ji proto az pozdéji.

Definice 7.3 (Pfechod mezi konfiguracemi)

Relaci prechodu mezi konfiguracemi zdsobnikového automatu A = (Q,%,T, 4, qo, Zo, F) znacime

symbolem + a definujeme ji takto:

(gnaw, Z8) F (g,@,798) <L 5(g,a,2) 3 (¢, 8), (7.1)

kde ¢i,q; € Q, a€ (XU{e}), weX*, Zel, B,yel*

Symbol F* znaéi reflexivni a tranzitivni uzavér relace -, symbol FT je tranzitivni uzavér této

relace, symbol F" znamend presné n prechodi mezi konfiguracemi.

Rozeznavame tii zakladni typy zasobnikovych automati:

e Zdsobnikovy automat koncici prechodem do koncového stavu — zpusob ukonceni vypoctu je
podobny jako u koneé¢ného automatu: je treba
— precist cely vstup a zaroven
— presunout se do nékterého ze stavii z mnoziny F' (do nékterého koncového stavu).
e Zdsobnikovy automat koncici s prazdnym zdsobnikem: je tfeba
— precist cely vstup a zaroven
— vyprazdnit cely zasobnik (véetné pocatecniho zasobnikového symbolu).
e Zdsobnikovy automat koncici prechodem do koncového stavu a s prdazdnym zdsobnikem: je
tieba splnit vSe, co je v pfedchozich odrazkiach (pieéteny vstup, koncovy stav, prazdny

zasobnik).



KAPITOLA 7 ZASOBNIKOVY AUTOMAT 109

Definice 7.4 (Typy ZA, koncova konfigurace a rozpoznavany jazyk ZA)
Zasobnikovy automat konéici pfechodem do koncového stavu je Ap = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F') s kon-

covou konfiguract  (qf,€,7), qf € F, v €TI™ a rozpozndvany jazyk je
L(Ap) ={w € X" ; (qo0,w, Z0) F* (¢f,€,7), qf € F, y €T} (7.2)

Zasobnikovy automat koncici s prazdnym zasobnikem je Ay = (Q,%,T, 0, qo, Zo, D) s koncovou
konfiguraci  (q,e,€), q € Q  a rozpoznavany jazyk je

L(Ag) = {w € X ; (qo,w, Zo) * (q,¢,¢€), q € Q} (7.3)

Zasobnikovy automat koncici prechodem do koncového stavu a s prazdnym zasobnikem je
Arg = (Q,%,T',0,q0, Zo, F') s koncovou konfiguraci  (qg,€,¢e), qr € ' a rozpozndvany ja-

zyk je
L(App) ={w € X*; (qo,w, Zo) " (qr,¢,¢), qr € F} (7.4)

Kdyz vytvarime zasobnikovy automat, musime pifedem védét, kterého typu bude, podle toho

konstruujeme prechodovou funkci. Nicméné — pokud vytvorime jeden z téchto typt, neni problém

sestrojit ekvivalentni zasobnikovy automat jiného typu.

5|  Poznamka:

.....

automatu. V8imame si struktury slov jazyka. Rozdélime (obecné) slovo na ¢asti a stanovime, jak
se v jednotlivych castech mé automat chovat. Priibéh zpracovani v téchto castech odlisime stavem

a urcime, co v kterém stavu ma byt v zasobniku a jak se ma se zasobnikem zachéazet.

Piiklad 7.1

Sestrojime zasobnikovy automat rozpoznavajici jazyk L = {wcwR ; w € {a, b}*}
Vytvorime zasobnikovy automat rozpoznavajici prazdnym zasobnikem:
A@ = (Q? {avb}a Fa q0, ZO) 5; @)
Slova tohoto jazyka se skladaji ze dvou ¢asti oddélenych symbolem c. Pro kazdou ¢ast uréime

stav, tedy potfebujeme dva stavy: @ = {qo,q1}. Jak se nas automat mé v téchto stavech chovat?

e Ve stavu gp nacitame prvni ¢ast slova, pouze uklddame do zasobniku:

— nacteme symbol ze vstupu,
— sice vyzvedneme symbol z vrcholu zasobniku, ale vratime ho zpatky beze zmény,
— nacteny symbol ulozime také do zasobniku.

e Ve stavu ¢; nac¢itame druhou ¢ast slova a kontrolujeme s obsahem zasobniku:

— nacteme symbol ze vstupu,
— vyzvedneme symbol z vrcholu zasobniku,
— pokud jsou tyto dva symboly shodné, pak je vse v poradku.

Prechod mezi stavy qp a g1 nastava pri nac¢teni ,,oddélujiciho“ symbolu c.
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Vytvorime pfechodovou funkci. Nejdiiv budeme predpokladat, ze je na vstupu slovo obsahujici i

jiné symboly nez jen ¢ (tj. délka > 2), pak pfiddme i moznost zpracovani slova o délce 1.

Zactneme ve stavu o, na vrcholu zdsobniku je symbol Zy (v zésobniku zatim nic jiného
nemame); zasobnikovy symbol sice vyjmeme ze zasobniku (musime), ale opét ho tam vratime
a priddme symbol, ktery jsme nacetli ze vstupu. Na vstupu mutze byt bud a nebo b.

(qo, a, Zo) = (qo, aZp)

6(q0, b, Zo) = (qo0,bZ)

Stejné budeme reagovat i v dalsich krocich (jsme potad v prvni ¢asti slova). Af minimalizu-
jeme pocet fadkt, pouzijeme zastupny symbol X znamenajici a nebo b:

5(q0,a,X) = (qo,aX), X € {a,b}

6(q0,b, X) = (q0,bX), X €{a,b}

Jsme na hranici mezi dvéma ¢astmi slova, na¢teme ¢, zménime stav (zasobnik nechdme jak
je, vratime vyjmuty symbol a nebudeme ptidavat c):

5(q0,¢, X) = (q1,X), X €{a,b}

V druhé ¢asti slova provadime synchronizaci obou éasti — prvni ¢ast mame v zasobniku (v
pfesné opa¢ném potadi nez jak tento fetézec byl na vstupu), druhou na vstupu, budeme
kontrolovat, jestli je na obou mistech totéZ, do zasobniku nebudeme nic ukladat:
5(q1, X, X) = (q1,6), X € {a,b}

Zpracovali jsme celou druhou ¢ast slova ze vstupu, v zasobniku by mél ztistat uz jen symbol
Zy, tedy ukonéime vypocet:

6(q1,¢, Zo) = (q1,¢)

Jesté osetfime pripad, kdy bude na vstupu nejkratsi slovo jazyka, c:

d(qo ¢, Zo0) = (q1,¢)

Cela definice tohoto zasobnikového automatu je nasledujici:
A= ({0, a1}, {a,b}, T, qo, Zo, 9, 0)

0(q0, a, Zy) = (g0, aZy) 5(q0,¢,X) = (1, X), X €{a,b}
4(q0, b, Zo) = (90, bZ0) 6(qo, ¢, Zo) = (q1,¢€)
(g0, a, X) = (qo0,aX), X € {a,b} 6(q1, X, X) = (q1,¢), X €{a,b}
6(qo, b, X) = (q0,0X), X € {a,b} 6(q1,¢, Z0) = (q1,¢)

Zapis by se dal jesté vice zkratit, napiiklad u fadkd z prvniho bodu postupu. Zasobnikové abeceda

je I' ={Zy,a,b}, fadime tam vSechny symboly, které se mohou dostat do zasobniku.

Podivame se na zpracovani nékolika slov patficich do jazyka L. Nejdfiv slovo abcba:

V prvnim kroku pouzijeme ptedpis d(qo, a, Zy) = (o, aZp):
(o, abcba, Zo) = (qo, beba, aZy)
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V druhém kroku pouzijeme piedpis d(qo, b, a) = (qo, ba):

(qo, abeba, Zy) F (qo, beba, aZp) F (qo, cba, baZy)

V patém kroku to bude pfedpis d(qo, c,b) = (q1,b):

... F(qo,cba,baZy) F (q1,ba,baZy)

V dal$im kroku za¢neme synchronizovat — srovnéavat, piedpis d(q1,b,b) = (q1,¢):

... F(q1,ba,baZy) F (q1,a,a, Zy)

Pokracujeme piedpisem §(q1,a, a):

Hqsa,a,Zp) F (qr, e, Z0)

V poslednim kroku uklidime zasobnik predpisem §(q1,¢, Zo) = (q1,¢):

o Flq,e, Zo) F (q1,6,¢)

Cely vypocet:

(qo, abcba, Zo) + (qo, beba, aZy) & (qo, cba, baZy) F (g1, ba, baZy) - (q1,a,a, Zo) & (q1, €, Zo) F
= (q1,¢e,¢)

Ted trochu delsi slovo aabacabaa:

(qo, aabacabaa, Zy) & (qo, abacabaa, aZy) - (qo, bacabaa, aaZy) F (qo, acabaa, baaZy) +
F (qo, cabaa, abaaZy) = (q1, abaa, abaaZy) & (q1, baa, baa, Zy) & (q1, aa, aaZy) F
F(q,a,aZp) F (q1,e,Z0) F (q1,¢,¢)

Nejkratsi slovo jazyka c — staci nam jeden krok:

(qo, ¢, Zo) F (q1,€,¢)

Déame na vstup nékolik slov nepatficich do jazyka L(A):

(qo, ab, Zy) & (go,b,aZy) F (qo,€,baZp) - nelze pokracovat, ab ¢ L(.A)

(qo, ca, Zy) b (q1,a, Zo) F (q1,a,€) - nelze pokracovat, ca ¢ L(.A)

Vsimnéte si posledniho kroku — mizeme pouzit 6(q1,¢, Zo) = (q1,¢), tiebaze vstup neni prazdny.

(qo, €, Zy) b nelze pokracovat, € ¢ L(.A)

Priklad 7.2

Sestrojime zasobnikovy automat konéici v koncovém stavu pro jazyk L = {a"b" ; n > 0}.
Promyslime si, jak ma vypadat prechodova funkce a které stavy budeme potiebovat. Pro prvni

polovinu slova budeme mit stav gy, pro druhou stav ¢;. Prvni polovinu slova budeme jen nacitat do

zasobniku, kdezto pfi nacitani druhé poloviny budeme naopak zasobnik vyprazdnovat a zaroven

srovnavat se vstupem (na jeden symbol b na vstupu musi byt jeden symbol a v zdsobniku).

e Pro prvni polovinu slova:

5((]07 a, ZO) = (q07 CLZ())
(g0, a,a) = (qo, aa) dohromady: (g0, a, X) = (qo,aX), kde X € {Zy,a}

e Prechod do druhé poloviny slova:
9(qo, b,a) = (q1,¢€)

e Druhié polovina slova:
6(q1,0,a) = (q1,¢)
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e Ukonceni:
5(q1,€, Zo) = (qr,¢)
e Automat mé rozpoznavat i prazdné slovo:
6(qo0, €, Zo) = (qf,¢)
Vysledny automat:
Ar = ({90, a1, 47}, {a,b}, {Zo,a}, 9, qo, Zo, {gr}) s pFechodovou funkci:
d(q0,a, X) = (qo,aX), kde X € {Zy,a}
9(g0,b,a) = (q1,¢)
5(q0,€, Zo) = (ar,¢)
(q1,0,a) = (q1,¢)
5(@11,8 Zo) = (ay,¢)

Vypocet nékolika slov patiicich nebo nepatticich do jazyka L:
(qo, aabb, Zy) t= (qo, abb, aZy) & (go, bb, aaZy) - (q1,b,aZo) & (q1,€, Zo) b (g1.¢€,€)
(90,€, Zo) F (g7, €)
(g0, aab, Zo) - (qo, ab,aZy) & (qo,b,aaZo) - (q1,€,aZp) F nelze pokracovat, aab ¢ L(.A)
(qo,abb, Zy) F (qo,bb,aZy) & (q1,b, Zo) F (qf,b,€) - nelze pokracovat, abb ¢ L(A)
(90,b, Zo) F (qf,b,€) - nelze pokracovat, b ¢ L(.A)
(qo,a, Zo) - (qo,&,aZp) - nelze pokracovat, a ¢ L(.A)
V tomto pripadé jsme sestrojili zasobnikovy automat, ktery nejen rozpoznava koncovym sta-
vem (tj. pokud jsme v koncovém stavu, zde gf, a zaroven je vstup pfecteny, je vypocet Gspésny),
ale zaroven je v kazdé koncové konfiguraci prazdny zasobnik. Tedy jsme sestrojili zasobnikovy

automat koncici zarovenn v koncovém stavu a s prazdnym zasobnikem.

7.2 Vztah mezi typy zésobnikovych automatu

Nejcastéji vytvarime zasobnikové automaty rozpoznévajici prazdnym zasobnikem, ale obecné je
jedno, ktery typ pouzijeme. Kazdy z vysSe uvedenych typt zasobnikovych automat totiz dokazeme

prevést na kterykoliv jiny typ.

Véta 7.1 (Vztah mezi typy zasobnikovych automatu)

Pro zdsobnikové automaty koncici s prazdnym zdsobnikem, v koncovém stavu a kombinované (s

prazdnym zdsobnikem a v koncovém stavu) plati ndsledujici:
ZL(Ag) = Z(Ar) = Z(Ary) (7.5)
>8

Postup konstrukce (Z(Ap) C Z(Ar)): Puvodni zdsobnikovy automat konéici prazdnym
zésobnikem ozna¢ime Ay = (Q, X, T, 6, qo, Zo, 0), novy automat konéici v koncovém stavu oznacime
A, = (Qla 27 F,7 5,7 q67 Z67 F)
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K zasobnikovému automatu koncicimu s prazdnym zasobnikem sestrojime ekvivalentni zasob-

nikovy automat koncici v koncovém stavu takto:

e vytvofime novy stav gy, ktery bude novym koncovym stavem,

e v konfiguraci, ve které bychom v ptivodnim automatu kon¢ili, provedeme jesté jeden prechod
— prave do stavu gy,

e aby tento pfechod vibec byl mozny, potfebujeme mit vlastni zadsobnikovy symbol jesté pod
zasobnikovym symbolem pouzZitym v ptivodnim automatu, a na to je tieba brat ohled i na

zacatku vypoctu.

Uvnitf nového automatu budeme simulovat ten ptivodni. Novy automat bude mit vlastni symbol

konce zasobniku, a v prvnim kroku vypoctu navaze na vypocet puvodniho automatu tim, Ze

e prejde do stavu, ve kterém zacéind pivodni automat,

e do zasobniku pfida symbol konce zésobniku ptivodniho automatu (svij tam nechd).

Srovname priibéh vypocétu v ptivodnim a novém zasobnikovém automatu:

Ptvodni automat: | o F
q0 | Zo qk | Zo dm
Novy automat: F @l Zo| & .. F ql| Zo| F +
Q(/) Z(/) Z/ Z/ dm Z(/) af
0 0

Tedy potfebujeme, aby prvni pfechod mezi konfiguracemi vypadal takto: (g, w, Zg) F (g0, w, ZoZy)
(vstup se v prvnim kroku nezméni), ¢imz se napojime na vypocet puvodniho automatu. Na za-
vér vypoctu musime provést nasledujici: (gm,e, Z)) = (¢f,€,¢€), ¢imz se dostaneme do koncové
konfigurace nového automatu. Stavy g, a g jsou nové pridané, tedy musi platit g5 ¢ Q, qr ¢ Q.
Ptechodovou funkci ptivodniho automatu prejmeme a priddame tyto prechody:
(a0, €, Zg) = (90, ZoZy)
8 (g, €, Zy) = (qf,€) pro viechny stavy ¢ € Q
Vysledny automat vypadé takto:
Ar = (QU{a,ar}, B, TU{Z}, &', a0, Zoy, {ar}) O

Piiklad 7.3

K zésobnikovému automatu z prvniho piikladu této kapitoly (za¢ind na strané 109) sestrojime

ekvivalentni zdsobnikovy automat kondéici v koncovém stavu. Pivodni automat je

A= ({QO7Q1} {CL b} {Z(),CL, b}v q0, ZOa 57 (D)

0(qo, a, Zo) = (g0, aZp) 3(qo0,¢, X) = (q1,X), X €{a,b}
(g0, b, Zo) = (qo0,bZ) (qo, ¢, Zo) = (q1,€)
(g0, a, X) = (qo0,aX), X € {a,b} 6(q1, X, X) = (q1,¢), X €{a,b}
6(qo, b, X) = (q0,0X), X € {a,b} 6(q1,¢, Z0) = (q1,¢)

Pfidame novy stav g, ve kterém bude za¢inat vypocet, stav ¢y, ve kterém bude konéit vypocet,
a novy zasobnikovy symbol Z|. Automat bude nésledujici:
Ar = ({q0. ¢1, 90,95}, {a,b}, {Zo,a,b, 2y}, a6, Zy, 0, {qr}), pFechodové funkce &’ je
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6" (g0 = (qo, Z0Zy)

5’(6] a, Zo) (90, aZp) (g0, ¢, X) = (q1,X), X € {a,b}
¢"(go, b, Zo) = (q0,bZ0) &' (g0, ¢, Zo) = (q1,¢€)

8 (qo,a, X) = (qo,aX), X €{a,b} g, X, X) = (q1,¢), X €{a,b}
'(q0, 0, X) = (q0,0X), X € {a,b} d'(q1,€, Z0) = (q1,¢)

&' (o, wZo) (qr.¢€) '(q1,€, Zp) = (qr,¢€)

Ukézeme si zpracovani nékolika slov patticich nebo nepatiicich do jazyka ptivodniho automatu:
(qp, abcba, Zy) = (qo, abcba, Zo Zy) = (qo, beba, aZoZy) F (qo, cba, baZoZ)) F (g1, ba, baZyZy) =

F g1, a,a, ZoZy) - (a1, e, Z20Zy) & (q1.6, Z5) = (gf,€5€)

40, ¢ Zo) (0, ¢, ZoZp) & (v, €, Zp) F (g5, €, €)

40, ab, Zy) F (qo, ab, Zo Z}) F (qo, b, aZoZy) - (qo,€,baZoZy) = nelze pokracovat, ab ¢ L(Ar)

90, ca, Zy) F (qo, ca, ZoZy) & (q1,a, ZoZy) F (a1, a, Zy) - (g5, a,€) F nelze pokracovat, ca ¢ L(AF)
/
0

(
(
(
(q0,€, Z4) F (qo,€, ZoZy) b nelze pokracovat, € ¢ L(Ap)

Priklad 7.4

Reprezentaci zasobnikového automatu diagramem obvykle nepouzivame — divodem je horsi pre-
hlednost diagramu (v zasobnikovych automatech musime nékam zapsat i praci se zasobnikem,
také mame pfechody bez zpracovani slova na vstupu). Nicméné vytvofeni diagramu je mozné,

napiiklad pro automat z predchoziho ptikladu by vypadal takto:

a,a, &
0, X,aX b,b, <
b, X,bX Qa,Zo,s
~( )7z
67207ZOZO [t
€7Z(/)7

X e {a, b, Z()}

Ke kazdému piechodu piSeme ¢teny symbol ze vstupu, ¢teny symbol ze zésobniku a fetézec k

ulozeni na zasobnik.

IS

Poznamka:

Vsimnéte si, ze zasobnikovy automat, ktery jsme v druhém piikladu vytvorili, ve skutecnosti

konéi jak v koncovém stavu, tak i s prazdnym zasobnikem, tedy jsme zaroven dokazali vztah

ZL(Ap) € Z(Ary).

Postup konstrukce (Z(Ar) C Z(Ap)): Puvodni zdsobnikovy automat konéici v konco-
vém stavu oznacime Ay = (Q,%,T, 0, qo, Zo, F'), novy automat kon¢ici s prazdnym zasobnikem
oznacime A’ = (Q',3,IV,0, q5, Zy, 0).
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K zasobnikovému automatu konéicimu v koncovém stavu sestrojime ekvivalentni zasobnikovy
automat koncici s prazdnym zasobnikem takto:
e stejné jako v pfedchozim postupu konstrukce vyuzijeme toho, Ze mizeme mit vlastni symbol
konce zasobniku,
e na konci vypoctu (az budeme v koncovém stavu puvodniho automatu) prejdeme do nové
pridaného stavu d (,delete”), ve kterém nésledovné rekurzivné mazeme obsah zasobniku.
Uvnitf nového automatu budeme opét simulovat ten ptvodni. Srovname prubéh vypoctu v pi-

vodnim a novém zasobnikovém automatu:

qr | T
Ptvodni automat: Foo.. B
q0 | Zo
Z
qf d| y
, 4 . *
Novy automat: ) [ F ogl| 2o F .. F : F : H p
90 0 7 :
0 Zo
20 ;
/ ZO
Zy

Prvni pfechod mezi konfiguracemi méa vypadat takto: (g4, w, Zg) F (qo, w, ZoZ}), ¢imz se napojime
na vypocet ptivodniho automatu.

Na zévér vypo¢tu musime provést nésledujici: (qf,e, ZvZ)) & (d,e,vZ) F* (d, €, €), ¢imz se
dostaneme do koncové konfigurace nového automatu. Stavy ¢ a d jsou nové pfidané, tedy musi
platit ¢y € Q, d ¢ Q.

Ptechodovou funkci ptivodniho automatu prejmeme a pridame tyto prechody:

&"(q0 €, Zo) = (0, ZoZp)
8 (q¢,€,Z) = (d, €) pro vSechny ptivodni koncové stavy q¢ € F' a zasobnikové symboly Z € TU{Z;}.

Vysledny automat vypada takto:

Ag = (QU{q,d}, B, TU{Z}, &', 0, Zp, 0) O

5| Poznamka:

Pokud bychom pfedchozi popsany postup obohatili o jeden koncovy stav: F' = {d}, ziskdme
zasobnikovy automat koncici s prazdnym zasobnikem a zaroven v koncovém stavu. Tim jsme si
ukazali, ze plati Z(Ar) C Z(Ap r), ¢imz jsme dokoncili postup konstrukce pro vSechny vztahy

zahrnuté v uvedené vété.

=1

Piiklad 7.5

Sestrojime zasobnikovy automat konéici v koncovém stavu pro jazyk L = {a"b™ ; 1 < m < n}.

Symbolt b ma byt ve slové bud stejné nebo méné nez symbolt a. Automat mé pracovat takto:



KAPITOLA 7 ZASOBNIKOVY AUTOMAT 116

e Ve stavu gp nacitdme symboly a ze vstupu a ukladdme do zésobniku:
d(qo,a, X) = (qo,aX), kde X € {Zp,a}
e Prechazime do druhé c¢asti slova:
9(qo,b,a) = (q1,¢€)
e V druhé c¢asti slova postupné odstranujeme symboly a ze zasobniku:
6(q1,b,a) = (q1,¢€)
e Pokud mame cely vstup precteny, ukoncime vypocet, tfebaze v zasobniku jesté mohou byt
symboly a:
3(q1,e,X) = (g7, X), kde X € {Zy,a}

Vysledny automat:
A= ({q,q1,qr}, {a,b}, {Zo,a}, 6, qo, Zo, {qr}), piechodové funkce:

8(q0,a, X) = (qo,aX), kde X € {Zy,a}
(g0, b,a) = (q1,¢)

6(q1,b,a) = (q1,¢)

3(q1,e,X) = (¢r,X), kde X € {Zy,a}

Ukéazka zpracovéani nékolika slov patficich ¢i nepatiicich do jazyka L(A):

(g0, aab, Zo) & (qo, ab, aZy) = (qo, b, aaZo) & (q1,€,a20) - (g, €, aZo)

(qo, aabb, Zy) = (qo, abb, aZy) F (qo, bb, aaZy) - (q1,b,aZo) & (q1,€, Zo) & (ar, €, Zo)
(g0, abb, Zo) F (qo,bb,aZo) F (q1,b, Zo) - (q5,b, Zo) F nelze pokracovat, abb ¢ L(.A)
(go, €, Zo) F nelze pokracovat, ¢ ¢ L(A)

Sestrojime ekvivalentni zasobnikovy automat koncici s prazdnym zasobnikem:
Ap = ({40> 90, q1, g5, d}, {a, b}, {2y, Zo,a}, qy, Zy, 0) s prechodovou funkei:
(90, €, Z) = (g0, Zo Zp)

& (g0, a, X) = (qo,aX), kde X € {Zy,a}

§"(q0,b,a) = (q1,¢)

"(q1,b,a) = (q1,¢)

(

(

<

8 (q1,e,X) = (¢f,X), kde X € {Zy,a}

8 (qf,e,X) = (d,e), kde X € {Zy, Zp,a}

8 (d,e,X) = (d,e), kde X € {Z{, Zy,a}

Ukézka zpracovani stejnych slov jako u automatu A:

(40, aab, Zy) F (qo, aab, Zo Zy) += (qo, ab, aZoZ}) - (qo, b, aaZoZ)) & (qu, €, aZo Zy) - (g5, €, aZo Zy) F
F(d,e, ZoZ}) b (d,e, Z}) b (d, e, )

(qp, aabb, Zy) = (qo, aabb, ZoZ{) - (qo, abb, aZoZ{) - (qo, bb, aaZoZ) F (q1, b, aZo Z}) +
F(q1,e, 2020) & (ag,€, Z0Z)) - (dye, Z4) = (d, &)

(g, abb, Z{) & (qo, abb, ZoZ}) = (qo, bb, aZo Z})  (q1,b, ZoZ}) F (g5, b, ZoZ§) + (d, b, Z)
F (d,b,e) F nelze pokracovat, abb ¢ L(.Ap)

(q0,¢, Z4) F (qo,€, ZoZy) = nelze pokracovat, € ¢ L(Ap)
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5| Poznamka:

Kdybychom v piredchozim pfipadé chtéli vytvorit zdsobnikovy automat rozpoznévajici jak s prézd-
nym zasobnikem, tak i v koncovém stavu, jen bychom mirné pozménili zapis:
Ap = ({405 90, 01,95, d}, {a,b}, {Z), Zo,a}, qb, Zj, {d}). Pfechodova funkce by byla stejna.

7.3 Vztah zasobnikovych automatt a bezkontextovych jazyku

Nadéle budeme pocitat s tim, ze zasobnikové automaty vsSech tii zdkladnich typd jsou navza-
jem ekvivalentni, a tedy generuji stejné tiidy jazykd. Proto v dikazech budeme volné tyto typy

zameénovat.

K| Véta 7.2 (Bezkontextova gramatika — zasobnikovy automat)

Ke kazdé bezkontextové gramatice G lze vytvorit zdsobnikovy automat A tak, Ze L(G) = L(A):
Z(CF)C Z(ZA) (7.6)
>

Postup konstrukce: Je dana bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S). Chceme sestrojit k
ni ekvivalentni zasobnikovy automat A = (Q, %, T, 6, qo, Zo, #) konéici s prézdnym zasobnikem.

Princip je nasledujici: potfebujeme rozpoznavat pravé ta slova, ktera jsou generovana grama-
tikou. Proto vytvareny automat bude na svém zasobniku provadét simulaci derivace pro slovo,
které dostane na sviij vstup. Pokud zjisti, Ze slovo lze v ptvodni gramatice derivovat, pak je
pfijme.

Postup bude odlisny od postupu pro regularni gramatiky a kone¢né automaty. Mame k dis-
pozici zasobnik a ten budeme vyuzivat. Naopak stavy pro nas nebudou dulezité, vystacime si s
jedinym stavem, ktery muZeme oznacit ¢q. Abeceda je ¥ = T. Pfechodova funkce bude mit dvé
Casti:

e Prvni ¢ast odpovida pravidlim puvodni gramatiky:

’ Pravidlo gramatiky ‘ Predpis v §-funkci ‘
’ A—a ‘ 4(g,e,4) 2 (q,) ‘

Jak vidime, vstupu si nev§iméme (), ze zasobniku vyjmeme neterminél (zde A) a nahra-

dime Fetézcem z pravé strany pravidla pro tento netermindl («). VSe se odehrava pouze na
zasobniku, neméni se stav a nepohybujeme se na vstupu.
e Druh3 ¢ast gramatiky urcuje, ze pokud je na vrcholu zasobniku termindal, pak zjistime, jestli

je tentyz terminal na vstupu — kdyz ano, posuneme se jak na vstupu, tak i na zasobniku:
d(q,a,a) = (q,¢) pro vSechny symboly a € T

Tato cast je také dilezita, protoze v zasobniku méame samoziejmé kromé netermindliu i
termindly (dostavaji se tam se zapisem pravych stran pravidel, a). Zaroven kontrolujeme,
jestli simulace derivace podle gramatiky probihé spravné (tedy zda simulujeme odvozovani

toho slova, které je na vstupu, a ne jiného).
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Pocéateénim stavem bude stav ¢, po¢ateénim zasobnikovym symbolem bude S (startovaci symbol
gramatiky), protoze pokud mame na zdsobniku provadét simulaci derivace, musime tam na za¢atku

mit pocatecéni vétnou formu, coz je pravé jednoprvkovy fetézec obsahujici startovaci symbol.
Protoze cokoliv, co se nachazi v pravidlech gramatiky, se miuze objevit v zasobniku, bude
zasobnikova abeceda obsahovat vSechny netermindly i termindly ptvodni gramatiky: ' = N UT.
O

Priklad 7.6

Sestrojime zasobnikovy automat ekvivalentni gramatice G = ({S, A}, {a,b,¢}, P,S), kde P ob-
sahuje tato pravidla:
S — aSbb | cAa
A—cAa e

Vytvofime zasobnikovy automat A = ({q}, {a,b,c}, {S,A,a,b,c}, §, ¢, S, ) s pfechodovou
funkci urcenou takto:

d(q,e,8) = {(q,aShbb), (q,cAa)} podle pravidel S — aSbb | cAa

0(q,e,A) ={(q,cAa),(q,¢)} podle pravidel A — cAa |
6(q,a,a) ={(g;¢)} protoze a € T’
3(q, b, b) = {(g:9)} protoze b € T
3(q,c,c) = {(q,¢)} protoze c € T

Jazyk generovany gramatikou G a rozpoznavany automatem A je
L(G)=L(A) = {a"ckakbzn ;n>0, k> 1}.
Ukazeme si vzdy derivaci nékterého slova v gramatice G a ekvivalentni zpracovani slova v

zasobnikovém automatu A:

S = cAa = ccAaa = ccaa

(g, ccaa, S) F (q, ccaa, cAa) - (g, caa, Aa) F (q, caa, cAaa) & (q,aa, Aaa) - (q,aa,aa) & (q,a,a)
F(q,e,¢)

= ccaa € L(G) a zaroven caa € L(A)

S = aSbb = aaSbbbb = aacAabbbb = aacabbbb

(g, aacabbbb, S) - (q, aacabbbb, aSbb) - (q, acabbbb, Sbb) - (g, acabbbb, aSbbbb) + (g, cabbbb, Sbbbb) I
F (g, cabbbb, cAabbbb) +- (q, abbbb, Aabbbb) = (q, abbbb, abbbb) |- (q, bbbb, bbbb) I (q, bbb, bbb)

F (g, bb,bb) - (q,b,b) F (q,¢,¢)
—  aacabbbb € L(G) a zaroven aacabbbb € L(A)

Na vstup automatu ddme néktera slova nepatiici do jazyka L(G):
(g, abb, S) - (g, abb, aSbb) - (q, bb, Sbb) + (q, bb, cAabb) - nelze pokracovat, abb ¢ L(.A)
(g,e,5) F (q,e,cAa) - nelze pokracovat, € ¢ L(A)
(g, acadb, S) F (q,acab,aSbdb) - (g, cab, Sbb) - (g, cab, cAabb) & (q,ab, Aabb) & (g, ab, abb) F
F (¢,b,bb) - (q,e,b) F nelze pokracovat, acab ¢ L(.A)
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Priloha

Recka abeceda

Protoze se v teoretické informatice pouziva hodné feckych pismen (pismenek totiz ,neni nikdy

dost“), je v této priloze cela Feckd abeceda véetné informace o pouziti nejbéznéjsich symbolu.

| Nizev | Malé | Velké | Komentdr

alfa oY A mala « obvykle oznacuje fetézec (jakychkoliv) znaku

beta I6] B mala 3 obvykle oznacuje fetézec (jakychkoliv) znakt, pfipadné mame
[ zareni

gamma 0% r mald [ obvykle oznacuje fetézec (jakychkoliv) znaki, velka I' se po-

uziva jako zasobnikova abeceda u zasobnikovych automati, svij vy-

znam ma i ve fyzice, mame také v vlny (pfi méfeni EEG)

delta ) A mald 0 se pouziva pii zapisu prechodové funkce automatii (funkce
uréujici, jak se mé automat v uréitych konfiguracich chovat), velkd
A byva pouzivana jako pomocnd abeceda; obecné symbol A urcuje
rozdil ¢i interval; oba symboly maji vyznam v matematice, fyzice,

astronomii atd.

epsilon € E malé ¢ oznacuje prazdné slovo (slovo o délce 0); obecné v matematice
a fyzice je to oznaceni pro ,velmi malé ¢islo“, pouziva se napiiklad

pfi vypoctech pravdépodobnosti ¢i odhadu chyby

zéta ¢ Z ¢ je Riemannova funkce v matematice

éta n H v piipadé nutnosti miZzeme 7 pouzit pro oznaceni fetézce (jakychko-

liv) znakt, urdity vyznam mé v matematice, fyzice, astronomii

théta 0, v C] 1 je thel impendance, se symbolem 6 se setkdvame ve fonetice nebo

v matematice (oznaceni ihlu)

jota L I pozor, ¢ pripomina malé latinské ¢, ale neni nad ni tecka

kappa K K se symbolem « se setkdvame v diferencialni geometrii (kiivost kiivky)

a v nékterych dalsich védach (v¢. fyziky)

121
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lambda A A | malé A byva v nékterych zdrojich pouzivano misto symbolu €, tedy miize
znacit prazdné slovo; v matematice se tak znaci vlastni ¢islo nebo Lebe-
squeova mira, ve fyzice je to vinova délka nebo tepelnd vodivost, atd.

mi @ | M | malé u se v soustavé jednotek SI pouzivéa pro predponu mikro (napfiklad
pm je mikrometr) — tisicinu, je to také aritmeticky primér v matematice,
mé sviyj vyznam i v dalsich védéach (zejména fyzice)

ny v N | symbol v znaéi v deskriptivni geometrii narysnu (v je ndrysna, u je
pudorysna, atd.), dalsi vyznamy najdeme ve fyzice

ksi £ = | ve fyzice je £ soucinitel valivého odporu, v informatice se vzhledem ke
slozitosti zapisu pouziva jen minimalné (v dikazech, kdyz potiebujeme
oznacdit fetézec jakychkoliv znak)

omikron o O | nepouziva se, hrozi zaména se stejnym latinskym pismenem

pi m | II | malé 7 znadi kromé jiného Ludolfovo ¢islo (3.14159. . .), velké IT znamena
nasobeni (podobné jako ¥ je séitani)

ré 0, p | P | malé p znaci ve fyzice hustotu nebo mérny elektricky odpor, ve statistice
znamend korela¢ni koeficient, v matematice spektralni polomér matice

sigma o Y | velké ¥ pro nés znamend hlavni (vstupni) abecedu automatu (prvky
z této abecedy dokaze automat zpracovavat), v matematice znamena
sumu (soucet), svilj vyznam ma tento symbol i v matematice, statistice,
fyzice, chemii apod.

tau T T | pouzivame spise ve fyzice

ypsilon v Y | pouzivame spise ve fyzice

fi v, ¢ | ® | malé p znamen4 zlaty Fez (v matematice, uméni, architektufe), v teorii
¢isel Eulerovu funkei ¢(n), znadi formuli v predikatové logice, elektricky
potencidl ve fyzice, tihel, apod., pfipadné jednoduse fetézec (jakychkoliv)
znakt

chi X X | pouzivame spise ve statistice

psi P U | ve fyzice to je jedna z ¢astic, u nas fetézec (jakychkoliv) znakt

omega w Q| malé w vyuzivame velmi ¢asto jako fetézec (jakychkoliv) prvki, pfipadné
fetézec termindlnich prvki, velké Q znamend ohm (jednotku elektrického
odporu) ve fyzice, obecné ve fyzice je to pomérné ¢asty symbol
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Priloha

¥ | Ukazky vyuziti regularnich vyrazu

V této priloze se podiviame podrobnéji na moznosti vyuziti regularnich vyrazi v operacnich sys-
témech Windows a Linux. Napln této kapitoly nebude zfejmé nikdy tplnad a definitivni, protoze
podporu regularnich vyrazti najdeme nejen u mnoha néstroji v operac¢nich systémech, ale také

coby moduly v programovacich jazycich. Navazujeme na zaklad z kapitoly 2.1 na strané 9.

B.1 Windows

Pfimo ve Windows se s jednoduchymi reguldrnimi vyrazy (pokud to tak lze viibec nazvat) se-
tkdvame v mnoha piikazech na Piikazovém fadku. Jde o to jak co nejjednoduseji reprezentovat
mnozinu fetézci, které maji urcité spoleéné vlastnosti (napiiklad mnozinu vSech nézvi soubori
s ur¢itou pfiponou). Mame vSak moznost vyuzivat i plnohodnotné regularni vyrazy, a to pfi pro-

hledavani textovych sekvenci.

B.1.1 Prikaz dir a dalsi prikazy vyuzivajici zjednoduSené vyrazy

Piikaz dir je urcen k vypisu obsahu adresafe (slozky). Syntaxe je nasledujici (zde uvedeme jen
silné zkracenou verzi, pro ilustraci):
dir [Jednotka:] [Cesta] [Nazev_souboru] [...] parametry
To, co je v hranatych zavorkach, je nepovinné, trojtecka je zde ve funkci vypustky (tj. zde by
syntaxe byla koSatéjsi nez vypisujeme).

V rdmci zjednodusenych reguldrnich vyrazi (zde pro uréeni adresafe, jehoz obsah ma byt
vypsan, nebo souboru, k némuz chceme ziskat informace) mtizeme pouzivat nasledujici zastupné

symboly:

’ Prvek ‘ Vyznam

? Libovolny znak (pravé jeden)

* Nula nebo vice vyskytt jakychkoliv znakti, fetézec

(jakykoliv pocet jakychkoliv znaki)

Tabulka B.1: Zastupné symboly v zjednodusenych vyrazech
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Priklad B.1

Vyuziti zjednodusenych vyrazi si ukdzeme na nékolika prikladech:

dir *.txt

hleda vsechny soubory s pfiponou TXT, které se nachazeji v pracovnim adresafi

dir dopis*.*

vypise vSechny soubory odpovidajici zadané masce (tj. za¢inajici Fetézcem ,dopis®, zbytek
nazvu véetné priipony muze byt jakykoliv); masce odpovida napiiklad dopis.txt, dopisy.doc,
dopisJeziskovi.odt,...

dir *.exe /s /b

vypiSe v8echny soubory s pfiponou EXE, parametry za retézcem zpusobi rekurzivni prohle-
davani vsech podadresaiu

dir c:\winx

hleda pifimo na disku C: vSe, co za¢ind fetézcem win

dir nt???7*.txt /s /b

vypise soubory s pfiponou TXT zacinajici fetézcem nt, nasleduji jakékoliv 4 znaky, prohledava
rekurzivné

dir *.docx /a:A /o:D

hleda soubory s pfiponou DOCX, které maji nastaven atribut .k archivaci® (tj. od posled-
niho zélohovéni byly pravdépodobné zménény), seznam bude sefazen podle data posledni
aktualizace (od nejnovéjsiho)

DIR *.sys /s /b > f:\ovladace.txt

pokud ptikaz spustime v kofenovém adresafi disku C:, ziskdme v souboru f:\ovladace.txt
seznam vSech soubort s pfiponou SYS nachézejicich se na disku C: (kdekoliv), vétsina z toho

budou soubory ovladac¢t riznych zafizeni nebo souborovych systémi

Zjednodusené vyrazy mtzeme pouzit prakticky ve vSech pfikazech, které jako vstup berou para-

metry ve smyslu nazvt souborii, adresaiti (slozek), nebo fetézce, které je nutno vyhledat.

Priklad B.2

Par ukazek prikazti pouzivajicich jednoduché vyrazy:

attrib *

pro kazdy soubor a adresai v pracovnim adreséafi vypise jeho nastavené atributy (k archivaci,
skryty, systémovy, atd.)

copy *.docx f:\zaloha

zkopiruje vSechny soubory s pfiponou DOCX do zélohy (pro pokrodilejsi zalohovani pouzi-
vame spiSe piikazy xcopy a robocopy)

cacls *.docx /t /e /g patrik:w

ke vSem souboriim s pfiponou DOCX v pracovnim adresafi i jeho podadresafich (rekurze) je

uzivateli patrik pridéleno pravo zapisu
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e del /s *.tmp
vymazeme rekurzivné vSechny soubory s pfiponou TMP, to budou pravdépodobné docasné
soubory

® route print -4 10.x*
zobrazi smérovaci tabulku pro adresy IPv4, vypise pouze smérovaci informace k ciliim, jejichz
IP adresa zacind ¢islem 10 (tj. zfejmé adresy pridélené v mistni siti, pokud je pouzivan
adresni rozsah ,A“)

e find /i "objedn" dopis*.txt

projde vsechny soubory odpovidajici masce dopis*.txt a vypiSe z nich vSechny radky, na

kterych se nachézi fetézec objedn

Dalsi informace:
Pro vétsinu prikazi existuje moznost ziskat napovédu pomoci jednoduchého parametru s otazni-
kem, naptiklad pro pfikaz cacls staci napsat

cacls /7

B.1.2 Plnohodnotné regularni vyrazy pri vyhledavani

Ve vsech novéjsich verzich Windows mame k dispozici pfikaz findstr pro vyhledavani pomoci

regularnich vyrazi. Inspiraci pfi ur¢ovani syntaxe prikazu byl prikaz grep z unixovych systémi,

coZ pro uzivatele znamend urcitou vyhodu (kdyz umim jeden, snadno se nau¢im druhy).
Syntaxe pfikazu je nasledujici (opét silné zkracenda, podrobnéjsi najdeme v napovédé prikazu):

findstr [/b] [/el [/il [/n] [/p] [/g:soubor] [/f:soubor] [/c:fetézec] [feté&zce]
[Nazev_souboru [...]]

Nejdilezitéjsi parametry maji tento vyznam:

e /b hleda shodu na zac¢atku fadku

e /e hled4 shodu na konci radku

e /i nerozlisuje mala a velkd pismena

e /n zobrazi také ¢isla fadkid, na kterych byla nalezena shoda

e /p vynechd soubory obsahujici netisknutelné znaky

e /g:soubor z tohoto souboru Cte Fetézce s regularnimi vyrazy

e /f:soubor z tohoto souboru ¢te nazvy soubort, ve kterych mé vyhledavat
e /c:tet&zec Tetézec bere jako jediny regularni vyraz

e fetdzce regularni vyrazy pro vyhledavani oddélené mezerami

e Nazev_souboru soubor, ve kterém mé vyhledavat

Predevsim zadavame soubory nebo textové sekvence, které chceme prohledat, a regularni vyraz
urcéujici, co vlastné hledame. Z charakteristiky parametra vyplyvé, Ze regularni vyraz mizeme bud
napsat primo jako parametr prikazu, nebo miizeme do souboru napsat jeden ¢i vice regularnich

vyrazi a pak nazev tohoto souboru zadat za parametrem /g.
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Podobné nézev souboru (nebo vice soubori pomoci zjednoduseného vyrazu) k prohledavani
zadavame bud pfimo (jako posledni parametr), nebo nazvy soubort ulozime do jednoho souboru,
jehoZ nazev predame za parametrem /f:, pfipadné muZzeme text poslat pres ,rouru“ jako vystup

jiného prikazu (piikaz funguje i jako filtr).

’ Prvek ‘V}'fznam

Libovolny znak

* Nula nebo vice vyskytt pfedchéazejiciho znaku nebo tridy
- Zacatek radku
$ Konec radku

[t¥ida] | Jakykoli (jeden) znak z mnoziny v zavorkéch

[~t¥ida] | Jakykoli znak mimo prvky mnoziny

[x-y] Jakékoli znaky v daném rozsahu (jeden)

\<xyz Zacatek slova

xyz\> Konec slova

Tabulka B.2: Prvky pouzitelné v regularnich vyrazech

V regularnim vyrazu, se kterym umi pracovat tento prikaz, miizeme kromé béznych zastup-
nych znaki (hvézdicka, otaznik) zadévat i dalsi prvky, napiiklad pro symbol na daném misté
v hledaném fetézci mizeme urcit mnozinu ,povolenych” znakd. Seznam pouzivanych prvki na-

jdeme v tabulce B.2.

Piiklad B.3

Par ukazek pouziti regularniho vyrazu v parametru prikazu:

e findstr "for med:=1" hlavni.pas
hleda fetézce for a med:=1 v souboru hlavni.pas

e findstr /c:"for med:=1" hlavni.pas
hledé fetézec for med:=1 v souboru hlavni.pas

e findstr "~ [0-9][0-9]*S" abc.log
v zadaném souboru hled4 Fadky, na jejichz zacdtku (stfiska) je ¢islo (s nejméné jednou éislici)
nasledované pismenem ,,S“ (velkym), hvézdicka se vztahuje k prvkim mnoziny [0-9] (tj.
jakykoliv pocet ¢islic)

e findstr /i "[a-z0-9]@[a-z0-9]" konverzace.txt
hleda fetézce obsahujici symbol zavinace, ktery je z obou stran obklopen alespon jednim

pismenem nebo ¢islem, vétSina nalezenych fetézcit budou pravdépodobné e-mailové adresy

Dalsi informace:

Dalsi informace o pfikazu ziskame jednoduse takto: findstr /7
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B.2 Linux

Linux je unixovy systém (také se pise jako ,,UNIX-like“), tedy viceméné vSe, co je zde napsano,
plati pro jakykoliv jiny unixovy systém (MacOS X je taky unixovy systém). Méli bychom mit na
paméti, ze v unixovych systémech véetné Linuxu se rozlisuji mald a velkd pismena (fikdme, ze
systém je case-sensitive), coz je opacné chovéani, nez na jaké je zvykly uzivatel Windows.

V Linuxu miizeme regularni vyrazy pouzivat kromé jiného takto:

e zjednodusené vyrazy, ale oproti pouziti ve Windows s dalsimi moznostmi (véetné [xyz],

[~xyz] apod.) ve vSech piikazech pracujicich s adresafi a soubory

e grep — vyhledavani fetézct podle zadaného regularniho vyrazu

e sed — vyhledavani a editace (rtizné akce) fetézci nejen podle zadaného regularniho vyrazu

e awk — jeSté $irsi moznosti nez sed, programovaci jazyk (podobny C) na zpracovani textovych

souboru

A pak samoziejmé v nejruznéjsich programovacich jazycich, napfiklad v Perlu.

B.2.1 Prikaz grep

Jak bylo dfiv uvedeno, ptikaz grep byl inspiraci pro obdobny piikaz v systému Windows. Jeho
urc¢enim je prohledavani textovych vstupt (soubort nebo vystupt jinych programt). Syntaxe
(opét silné zkracend) je nésledujici:
grep [pfepinace] reg vyraz [soubor ...]
Vyznam nejdtlezitéjsich pfepinaci:

e -i nerozliSuje mala a velkd pismena

e -1 pouze vypiSe nazvy soubord, ve kterjch nalezl shodu

e -n vypise také ¢islo radku

e -r rekurzivné zpracovava i podadresatre

e -0 vypisSe jen nalezeny fetézec, ne cely radek

e —c v souborech pouze spocitd vyskyty nalezeného fetézce

Prvky, které mtzeme pouzit v parametru piikazu grep, najdeme v tabulce B.3. Je jich vic nez
v pfipadé obdobného piikazu ve Windows, mame moznost stanovit i pocet opakovani nebo pouzit

logické ,,nebo.

Piiklad B.4

Par ukazek pouziti:

® grep -i "vypis" *.txt
hleda v souborech s pfiponou .txt slovo vypis bez rozliSovani malych a velkych pismen

e grep -cr "#include.*\.[hc]" *.c
u kazdého souboru s pfiponou .c vypiSe pocet vkladanych soubord s pfiponou .h nebo
.c, a protoze tecka je vyznamovy znak (urcuje jeden jakykoliv symbol), musime pfed ni
dat zpétné lomitko (escape sekvence), aby byla brana jako souast Fetézce (tj. zrusit jeji

specialni vyznam)



KariToLA B TUKAZKY VYUZITI REGULARNICH VYRAZU

128

Prvek | Vyznam
Libovolny znak
? Nula nebo jeden vyskyt predchazejiciho retézce
* Nula nebo vice vyskytt predchazejiciho retézce
+ Jeden nebo vice vyskyti predchazejiciho fetézce
{m} m opakovani pifedchézejiciho retézce
{m,n} m az n opakovani predchézejiciho fetézce
{m,} m nebo vice opakovani predchézejiciho fetézce
- Zacatek radku
$ Konec tadku
[t¥ida] | Jakykoli (jeden) znak z mnoziny v zavorkach
[~t¥ida] | Jakykoli znak mimo prvky mnoziny
[x-y] Jakékoli znaky v daném rozsahu (jeden)
rl | r2 | logické ,nebo“ — bud fetézec r1, nebo Fetézec r2

Tabulka B.3: Prvky regularnich vyraza v parametru ptikazu grep

e grep —cr "Dear \(Mr.|Ms.|Miss\)" *.txt
spocita, kolikrat se v zadanych souborech objevilo osloveni v angli¢tiné
o grep "[0-9]1\{6\}/[0-91\{3,4\}" soubor.txt
hleddme rodné ¢isla ve tvaru 123456,/1234 — nejdiiv 6 ¢islic, pak lomitko a tfi nebo ¢&tyfi
Cislice
o grep "\([0-91\{1,3\}\)\{4\}" soubor.log
hleddme IP adresy ve tvaru 123.123.123.123 — ¢tyti skupiny d¢islic, v kazdé skupiné 1 az 3

Vsimnéte si uzavorkovani v poslednich tfech odrazkach prikladu — kdybychom napsali jen zavorku

Cislice

bez opacného lomitka pied ni, bylo by to chapano jako znak, ktery mé byt v souboru také vyhledan.
My vsak potiebujeme, aby tyto zavorky mély ,specidlni vyznam“, napiiklad aby slouzily jako
uzavorkovani ve vyrazu.

Opacné lomitko tedy slouzi jako obousmérny piepinac, znak mize byt bud souc¢asti hledaného

fetézce nebo se mize jednat o vyznamovy prvek.

Dalsi informace:
Informace a piiklady k piikazu grep a jeho variantam (egrep, fgrep) najdeme takto:

e manualové stranky ptikazil, napiiklad man grep
e na internetu (tfeba na google.com), kde zaddme k vyhledani apod.

e na internetu najdeme hodné prikladt, naptiklad | grep priklady
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B.2.2 Program sed

Program sed (stream editor) slouzi ke zpracovavani podfetézcti v textovém vstupu. Tento vstup
mize byt opét soubor, nékolik souborti nebo vstupem mize byt vystup jiného programu (pfes
rouru, pak sed funguje jako filtr). Dalsi dilezitou soudésti je tzv. skript, ktery uréuje, s ¢im ma
program pracovat (tj. regularni vyraz nebo jiné urceni fadku/-ki1) a co s tim mé provést (ptikaz,
napiiklad zaménit jeden fetézec za jiny, smazat podietézec, apod.). Zkracena syntaxe piikazu je
néasledujici:
sed [p¥epinacel]... [script] [vstupni_soubor]...
Nejbéznéjsi prepinace urcuji skript, ktery se ma provést:

e -e fetézec skript k provedeni (ne soubor!)

e —f soubor soubor se skriptem k provedeni

Skript (at uz zadany pfimo v pfikazu (za parametrem -e fet&zec) nebo v souboru, jehoz nazev

napiseme (za parametrem -f soubor) se sklada ze dvou ¢asti — ma formu ap, kde

e a je adresa ve zpracovavaném souboru

e p je prikaz, ktery se na misté urceném adresou mé provést

Adresa (tj. uréeni mista ve vstupu, které ma byt zpracoviano) mtze byt nasledujici:

(bez adresy) pfikaz se pouZije na vSechny radky

e ¢islo Ccislo radku, ktery se mé zpracovat

e &islo~krok vSechny fadky pocinaje od fadku s danym ¢islem, s ndsobkem danym krokem
(tj. gislo + ixkrok), napiiklad 1~2 budou vsSechny liché Fadky

e $ posledni radek vstupu

e /regularni vjraz/ Fadky odpovidajici regularnimu vyrazu, lomitka jsou nutné, uvnitt po-
uzivame vse, co u prikazu grep, ale pred nékteré vyznamové znaky davame zpétné lomitko
jako escape sekvenci, abychom ,prehodili“ vyznam (naptiklad \+, \?, \{...}, \I)
Pokud nasleduje I, nerozlisuji se malé a velkéd pismena

e adresal,adresa2 vSechny Fadky v rozmezi adres (adresy opét mohou byt cokoliv z pred-

choziho, kromé prvni odréazky)

e adresa,+n vSech n fadkt od zadané adresy

Vysledkem interpretace adresy je misto v textovém vstupu, které ma byt dale zpracovano. Mize to
byt fetézec na nékterém radku, ale také vice fadkt odpovidajicich zadanému regularnimu vyrazu.

Za adresou ve skriptu nasleduje piikaz urcujici, co se s nalezenym fadkem mé provést:

e d vymaz nalezeny vzor
e p vypis (vytiskni) nalezeny vzor na vystup
e s/co/¢im/prepinace (lomitka jsou soucasti vyrazu) nahrad co ¢im, a to zptsobem uréenym
prepinaci:
— g mnahrad vSechny vyskyty
— &islo nahrad jen vyskyt s pofadim &islo
— i nerozliSuj malad a velka pismena
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Priklad B.5

Podivame se na par ukazek pouziti prikazu sed:

® sed -e ’1,5d’ soubor.txt
odstrani ze zadaného souboru prvni az paty fadek (adresa je,, 1,5%, tedy prvni az paty radek,
prikaz je ,d“, tedy delete)
e sed -e ’s/<[">]*>//g’ *.html
— adresa neni uvedena, takze se zpracuje cely vstup
— prikaz je ,s“, tedy budeme nahrazovat
— mezi prvnimi dvéma lomitky méme reguldrni vyraz uréujici co méa byt nahrazeno (tj.
vSe, co je uzavieno do ostrych zavorek véetné téchto zavorek, v nasem pripadé se bude

jednat o HTML tagy)
— mezi dalsim parem lomitek je ,,prazdno® (prazdny fetézec), tedy nalezené fetézce budou

prosté smazany
— prepinaé g urcuje, ze v8echny nalezené fetézce (tagy) maji byt nahrazeny (zde defacto

smazany)

v redlu to znamena, ze ze vSech HTML souboril v daném adresafi budou odstranény vsechny
tagy <...> (vnitini ¢éast zajistuje, ze pokud je na fadku vice tagt, bude text mezi nimi
zachovan)
e cat soubor.txt | sed -e ’s/\&/\&amp;/g’ | sed -e ’s/</\&lt;/g’ | sed -e ’s/>/\&gt;/g’
> soubor.html
tento ponékud komplexni piikaz v sobé kombinuje nékolik voldni piikazu sed, postupné
probéhnou t¥i transformace;
— v prvnim prichodu se v souboru zameéni vSechny vyskyty symbolu ,&“ fetézcem ,&amp;“,
— v druhém prichodu se néasledné vsechny vyskyty symbolu ,<“nahradi fetézcem ,&1t;“,
— v tfetim prichodu se vSechny vyskyty symbolu ,>“nahradi fetézcem &gt ;.
Vysledek je uloZen do souboru soubor.html, ktery se po dalsich upravach (dodani nékterych

tagt, zahlavi apod.) stane html strankou; jde tedy o usnadnéni pfevodu textového souboru

Prikaz sed méa jeSté dalsi moZnosti, které usnadriuji provadéni hromadnych transformaci, ale to

do HTML formy, coz pak nemusime provadét rucné

by bylo nad ramec rozsahu a urceni této prilohy.

Dalsi informace:
Informace a piiklady k pfikazu sed najdeme takto:

e manualova stranka piikazu man sed

e na internetu (tfeba na google.com), kde zaddme k vyhledani
e na internetu najdeme hodné piikladt, napiiklad | sed command examples‘
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B.2.3 Dalsi prikazy

Co se tyce zjednodusenych vyrazi (v SirSim vyznamu nez v piripadé Windows), opét je mizeme
pouzivat v parametrech mnoha riiznych prikazi. Dokonce mnozina piikazi, ve kterych se daji pou-
Zivat, je mnohem Sirsi nez ve Windows, protoze unixové systémy jsou tradicné vybaveny drobnymi

programy prakticky ,na vSechno“.

Piiklad B.6

Par motivacnich prikladi:

e 1s -1 *.html
zajimaji nas vSechny soubory s pfiponou HTML a podrobné informace o nich

e find -name ’*.txt’ -print
vyhleda rekurzivné vSechny soubory s pfiponou TXT a jejich seznam vypise

® du -h "1s *.txt"
vypiSe misto na disku zabrané jednotlivymi soubory s pfiponou DOC nachéazejicimi se v pra-
covnim adresaii (zpétné jednoduché uvozovky jsou zde nutné, protoze ,vnitini piikaz* je
nutno interpretovat diiv nez bude dosazen jako parametr piikazu du)

e /sbin/modeprobe -1 *conntrackx*
chceme vypsat seznam vSech moduli jadra (i téch, které zrovna nejsou v jadie nacteny),
jejichz nézev obsahuje Fetézec conntrack (v tomto pfipadé se jednd o moduly souvisejici

s firewallem a jeho funkci SPI — Stateful Packet Inspection)

Podobna syntaxe se pouziva i v mnohych konfigurac¢nich souborech, napf¥. v souboru syslog.conf

Kdyz se na problematiku podivime z opac¢ného konce, miizeme najit program, ktery se regu-

(pokud pro logovani pouzivame syslog).

larnimi vyrazy a souvisejicimi transformacemi zabyva dokonce jesté sofistikovanéji nez program
sed — program awk umoznuje provadét v textovych sekvencich transformace prakticky jakéhokoliv
charakteru. Jedna se o komplexni pfikaz, jehoz transformacni predpisy hodné pfipominaji progra-
movani v jazyce C. Je natolik slozity, ze programatori v posledni dobé misto néj pouzivaji spise

jednodussi Perl.

Dalsi informace:
Dalsi informace najdeme (jak jinak) opét v manudlovych strankach a na internetu:

e manuéalové stranky ptikazi: man awk, ...

na internetu (tfeba na google.com), kde zaddme k vyhledéni apod.
e na internetu najdeme hodné ptikladi, naptiklad ’ awk command examples‘

http://tldp.org/LDP/Bash-Beginners-Guide/html/chap_04.html
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